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DEGLI ELEMENTI 


J2L #• * 


EUCLIDE 


LIBRÒ UN DECIMO 


I II 


solido è ciò , che ha lunghezza , larj 
e crassezza. 

II. II termine del solido è la superficie. 

III. La linea retta è perpendicolare al piano , 
do fa angoli retti con tutte le linee rette , che 
toccano , e sono nel sottoposto piano. 

IV. Il piano è perpendicolare al piano, quando in 
un piano tirate le linee rette perpendicolari sopra 
comune sezione dei piani, saranno all'altro 
perpendicolari. 

V. L' inclinazione della linea retta a<l un piano 
quando dal termine sublime della linea retta, tirata 
la perpendicolare al piano , e dal punto in cni la 
perpendicolare incontra il piano, tirata un'altra linea 
smo al termine di essa posto nel piano , l'angolo acuto 4 
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y, 

che si contiene dalla linea tirala, c dalla linea, che 
sta ferma. 

VI. 1/ incliti azione del piano ad un' altro piano 
è l'angolo acnto, che è contenuto da lince rette, le 
quali sono tirate perpendicolari ad un punto dalla co- 
mune sezione de' piani ndl'tino, e l’altro piano. 

VII. Il piano dicesi similmente inclinare al piano, 
e, l’altro all’altro, quando gli angoli della inclina- 
zione sono uguali fra loro. 

Vili. I piani paralleli sono quelli, che non conven- 
gono fra loro. 

IX. Le figure solide simili sono quelle, che son 
contenute da' piani simili uguali di numero. 

X. Le figure Solide simili, cd ugnali sono quelle, 
che si contengono da’ piani simili, ed uguali di nu- 
mero, e grandezza. 

XI. L’angolo solido è l' inclinazione di più di due 
lince , le quali si tocchino , e non siano nella mede- 
sima superficie con tutte le altre linee : ovvero l’an- 
golo solido 1 è quello, che è compreso da più, che 
di due angoli piani , che non siano nel medesimo 
piano, e si terminino ad un punto. 

XII. La piramide è una figura solida compresa da 
piani, la quale da un piano si constitnisce ad mi 
punto. 

XIII. Il prisma è una figura solida compresa da 
piani, de’ quali due, che sono opposti, sono uguali, e 
simili , e paralleli , ma gli altri sono parallelogrammi. 

XIV. La sfera è una figura compresa , quando il 
semicerchio si gira d’ intorno al diametro, che sta 
fermo, fino a tantoché sia riportalo di nuovo al me- 
desimo luogo , dal quale cominciò a muoversi. 
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■ '-XV. L'asse della sfeia è una linea retta, clie sta 
ferma , d’ intorno alla quale il semicerchio si gira. 

XVI. 11 centro della sfera è il medesimo, che il 
centro del semicerchio. 

XVII. Il diametro della sfera ò una linea retta , 
che passa per lo centro, e dall’ una, e l’altra parte 
é terminata dalla superficie della sfera. 

XVIII. Il cono è qua figura compresa , quando 
stando fermo un lato del triangolo rettangolo di quel- 
li che sono d’intorno all’angolo retto, il triangolo 
si giri, fino a tanto che ili nuoto ritorni al nfiedesl- 
ino luogo, dal quale cominciò a muoversi: c se la 
linea retta, che sta ferma è Uguale all’ altro luto clic 
si gira d’intorno all’ angolo retto, il colio sarà rcf-. 
tangolo,- ma se è minore sarà ottusangolo ; e se mag- 
acutaDgolo. 

è la linea retta,- che sta. 
ferma, «dintorno atta quale il triangolo si rivolge. 

XX. Ma la base è il cerchio- descritto dalla li. 
nea vetta , che si gira. 

XXL fi cilindro ò una figura compresa , quando 
stando termo un lato del parallelogrammo rettango- 
lo di quelli che sono d’intorno all’angolo retto., 
vi parallelogrammo si giri’, i olino a tanto elle di 
nuovo torni al medesimo. luogo, dal quale eoinincir» 
a muoversi. 

XXIL L’asse ilei cilindro-, c la linea iella, che 
sta ferma , d’ intorno alla qnale il parallelogramaK 


gioi e, sai a 6 

XIX. L’ asse del eono 
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XX11I. La base, i condii descritti dai due lati oppo 
sii, che si girano. 

XXIV. I coni , ed i cilindri simili sono quelli jf. 
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de' quali gli assi, e i diametri delie basi hanno la me* 

desi ma ragione. 

XXV. U cubo è una figura solida contenuta da 
sei quadrati uguali. 

XXVI. Il Tetraedro, ovvero Piramide, è una figura 
solida compresa da quattro triangoli uguali, ed equi- 
lateri. 

XXVII. L'ottaedro è una figura solida compresa 
da otto triangoli uguali , ed equilateri. 

XXVIII. 11 dodecaedro é una figura solida, che è 
contenuta da dodici pentagoni, uguali, equilateri , 
ed equiangoli. 

XXIX. L’ Icosaedro è una figura solida, che è 
compresa da venti triangoli uguali, ed equilateri. 

jM .. < . w .... < 

TEOR. L PRO?, L „ 

La knea retta non ha una parte nel sottoposta 
piano, un’altra in un piano elevato. '■ ■ 

Imperocché se £ possibile , la parte AB ( JBg. i. ) 
della linea retta ABC sia nel piano sottoposto, e la 
parte BC nel piano elevato: sarà una linea retta 
continuala pel sottoposto piano per dritto alla AB, 

C «la la BD: adunque a due linee rette date ABC , 
4BD è comune la porzione AB, che non è possibile, 
.perciocché una linea retta con un'altra linea Tetta 
non conviene in più di un punto, altrimenti conver- 
ranno insieme. 

Adunque la linea retta non ha una parte nel piano, 
sottoposte, e nna parte in un piano elevato. C. B. IL 

» 
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• . . .. TEOR. IL PROP. a 

A>' r v « r . LP • . t ,*rf%ì> *«Hrf3f*** & , * 

»Je linee rette sì seghino fra loro , sono in 
ttn piana , ed ogni triangolo consiste in un pièno. 

Due linee rette AB, CD ( j%. 2 . ) seghimi fra 
loro nel punto E. Dico le AB , CD essere in uto 
piano; ed ogni triangolo consistere ito un piano, 
a Prendami nelle EB , EC quali si vogliano punti 
F , G , e giungami CB , FG , e si tir ino FU , GE. 
Dico prima il triangolo ÉCB essere in un piatoò ; 
Perciocché se del triangolo J^jC una parte F1IC, ov- 
vero GBifr è nel sottoposto piano, e la rimatofent© 
in un'altro piano; sarà anche di una ‘delle linee EBy, 
EG parte nel sottoposto piano, e parte nell’ altro 
e se del triangolo ECB una parte FGBC sia nel^ 
piano sottoposto, e la rimanente in un'altro : di ameu- 
due le linee rette EG, EB una parte sarà nel piano, 
sottoposto, ed una nell' altro. 11 che abbiamo dimo- 
strato essere impossibile. Adunque il triangolò EBC. 
è in un sol piano : e nel piano in cui è il triangolo- 
EBC, sono amendae le linee rette EC, EB, ed in. 
quei piano, dove sono amendue le EC, EB , nel me- 
desimo sono le AB, CD ( prop. antec. ). 

Adunque le linee rette AB , CD sono in un piano, 
ed ogni triangolo, consiste iu un sol piano. C._ B. D» 

TEOI\. III. PROP. III. 

Se due piani si seghino fra loro , la, comune 
sezione sarà una linea retta. ^ 
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Due piauì AG , IIL ( fig. 3. ) si seghino fra loro, 
e la comune sezione loro sia la linea DB. Dico la 
linea DB essere retta. 

Perocché se non sia cosi, tirisi dal punto D ai 
B nel piano AG la linea retta DEB, e nel piano IIL 
la linea retta DFB, saranno li medesimi i termini di 
due linee rette DEB , DFB, ed esse conterranno uno 
spazio , che è impossibile. Adunque le DEB, DFB 
non sono linee rette. Similmente dimostreremo ni un* 
altra, che si tira dal punto D, al punto B essere 
ratta, fuorché la DB, cioè la comune sezione dei 
piani AG, IIL. rq , / ... 

Se dunque due pumi si seghino Ira lodo, la comu- 
ne sezione sarà una linea retta G B. D. 

OlTl 

'&£■ r-f. TEOR- IV. PROP. IV. 

Se una linea retta- è perpendicolare a due linee 
rette, che si segano fra loro nel comune sega- 
mento , sarà anche perpendicolare al piano , che 
passa per esse l(r}£c.. 

Sia la linea retta EF ( fig- 4 ) perpendicolare a 
due linee retto AB , CD, che si segano fra loro nel 
punta E. Dico, la EF essere anche perpendicolare 
sopra, il piano, ci# passa per le AB, CD. 

Prendansi le linee rette AE, EB, CE, ED uguali 
fra loro, e per E si conduca la linea retta GEII, 
in. qualunque modo, e giungansi AD, CB; poi da 
qual si. voglia punto F si tirino, le FA , Ffi, FD , 
FCs l'H , FB. E perchè d^e linee rette AE , ED. 
sono uguali q due linee rette CE, EB , c contendo* 


Libko Undecimo 9 

no angoli uguali, sarà la base AD uguale alla base 
CB ( prop. 4 I. ) , c 'l triangolo AED uguale al 
triangolo CEB : adunque anche 1’ angolo DAE è u- 
guale all’angolo EBC : e l’angolo AEG è uguale 
all’ angolo BEH. Sono dunque due triangoli AEG , 
BEH , che hanno due angoli uguali a due angoli, 
l’un’ all’altro, ed un lato AE uguale ad un lato 
EB , che è d’ intorno agli angoli uguali ; onde avran- 
no gli altri lati uguali agli altri lati ( prop. 26 I ) } 
e perciò GE è uguale ad EH, ed AG a BH. Ed es- 
sendo AE uguale ad EB, ed FE comune, e ad an- 
goli retti,- sarà la base AF Aguale alla base FB , e 
per la medesima ragione ancora la CF sarà uguale 
alla FD. Inoltre perchè la AD è uguale alla CB, e 
la AF. alla FB,- saranno le due FA, AD uguali alle 
FB, BC, l’una all'altra ; e si è dimostrata la base 
DF ugnale alla base FC. Adunque l’angolo FAD è 
uguale all’ angolo FBC ( próp. 8 I. ). Inoltre si 
è dimostrala la GA uguale a BII,- ma ancora la AF 
è uguale alla FB : le due dunque FA , AG sono u- 
guali alle due FB , BII, e l’ angolo FAG è uguale 
all'angolo FBH, come si è dimostrato laonde la base 
FG é uguale alla base FH ( prop. 4 I. ). E perchè 
si è dimostrata la GE nguale alla EH , e la FE è 
comune, saranno le due GE, EF uguali alle due 
IIE, EF, e la base I1F uguale alla base FG: l’an- 
golo dunque GEF è uguale all'angolo 1IEF, e però 
amendue gli angoli GEF, HEF sono retti. Adunque 
la FE coda GII triti ta comunque per E fa gli angoli 
retti. Similmente dimostreremo la FE con tutte le 
linee rette; che la toccano, e sono nel sottoposto 
piano, fare gli angoli retti; ma-la linea retta è per- 
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pendicolare al piano, quando fa angoli retti colle 
linee rette , che la toccano, e sono nel medesimo 
piano ( ief. 3 ). Perciò la FE è perpendicolare al 
sottoposto piano; ma il piano sottoposto passa per le 
linee rette AB., CD. Adunque la FE sarà per pendi' 
colare al piano condotto per le AB, CD. 

Laonde se ona linea retta è perpendicolare a duetto* 
G B. D. 

i si .i. f • * • * / V V ' 

TEOR. V. PROP. V* 

4 t, 

: * * •* T ***..' • ‘ ' . *• 

Se una linea retta » perpendicolare a tre lineo 
rette , che ai toccano fra loro nella comune sezio- 
ne , coleste tre linee saranno in un medesimo 
piano. 

-•/ *» k*. ■ . 1. * ■' • < . •* . \ " t uJ c*/ *• 

La linea retta AB ( fig. 5 ) sia perpendicolare « 
tre linee rette BC, BD, BE nel toccamente B. Dico 
le BC, BD, BE essere in un piano solo. ^ •*. 

Se è possibile siano le BD , BE nel piano sotto* 
posto, e la BC in un piano elevato; e'1 pieno per 
le AB, BC si prolunghi. Farà la comune seaiono 
nel sottoposto piano una linea retta ( prop.3 XI. )» 
faccia BF. Dunque le tre linee rette AB, BC, BF sono 
in un piano che passa per le AB, BC. E perchè lo 
AB è perpendicolare all* una , ed all'altra delle BD, 
BE, sarà anche perpendicolare al piano, che passa 
per le DB, BE .( prop. 4 Al/. ): ma il piano, che 
passa per le DB, BE è piano sottoposto. Adunque 
la AB è perpendicolare al sottoposto pianole però, 
sarà perpendicolare a tutte le linee rette* che la 
toccano , e sono nel medesimo piano ( def. 3 ) ; tn*- 


' 


' . . < 
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BF che è nel sottoposto piano la tocca : dunque l'an- 
golo ABF è retto; c si pone retto l'angolo ABC : 
è dunque l'angolo ABF uguale all'angolo ABC, e 
sono nel medesimo piano ; che non è possibile : laon- 
de la linea BC non è in un piano elevato. Dal che 
ne siegue , che le tre linee rette BC , BD , BE siano 
in un piano. 

Se dunque una linea retta è perpendicolare ec. 

C. Br D. , 


TEOR. VI. PROP. VL 


f.V* . ‘l< V ■ '4 « <i’i 

Se due lìnee rette sono ■ perpendicolari ad un 
medesimo piano , saranno parallele fra loro. - 

Due linee rette AB, CD ( fig. 6 ) siano perpen- 
dicolari "al sottoposto piano: Dico la AB essere paral- 
lela alla CD. ... 

Incontrino le AB, CD il sottoposto piano ne' punti 
B, Disi congiringa la linea retta BD,alla quale nel 
sottoposto piano si tiri la perpendicolare DE: -e po- 
sta la DE uguale alle AB - , • ai uniscano BE , AE , 
AD. Perchè dunque la- AB è perpendicolare al sot- 
toposto piano--, fera angoli retti con tutte le linee 
rette , che la toccano , e sono nel sottoposto piano 
( def & ) * ma l'una , e l'altra delle BD, BE esi- 
stane nel sottoposto piano tocca -la AB : adunque 
emenda e Cogoli ABD , -ABE sono Tetti. Per la 

Stessa ragione ambo gli angoli CD B , CDE sono retti: 
e perchè fe AB è uguale alla DE, eia BD è comune , 
saranno le due AB , BD uguali alle due ED , DB , • 
contengono angoli retti. Dunque la base AD è uguale 
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alla base HE ( prop-4 I) '■ similmente perché la AB 
è uguale alla DE, e la AD alla BE, le ilue AB, BE 
sono uguali alle due ED , DA , e la base di esse 
AE è comune, 1' angolo danque ABE é anche uguale 
all'’ angolo EDA: ma ABE é retto: adunque è retto 
EDA ; e perciò la ED è perpendicolare alla DA : ma 
è perpendicolare anche all’ una , e l’ altra di esse 
HI) , DC. Onde la ED ò. perpendicolare alle tre li- 
nee rette BD , DA, DC nel loccamento , e per tal 
cagione le tre linee rette BD , DA , DC sono in un 
piano ( prop. antec. } , ed in qual piano sono le 
BD , DA, nel medesimo è la AB : perciocché ogni 
triangolo è in un piano ( prop. 2 XI. ). Adunque 
é necessario , elite le AB ,• BD , DC siano in un pia- 
no , ed amendife gli angoli ABD, BDC sono retti: 
duuque la AB è parallela alla CD. 

Laonde se due lince tette sono perpendicolari cc,. 

C. B. D. 

: .. / 

... -, L - TEOR. VU, PROP. VII. „ ** 

o':-. ira*. > - : : • l *• .‘;i • ' • 

Se dm linee rette, siano parallele , e netl' urui , 
4 . l’altra di esse si prendano quali si vogliano pun- 
ti, la, linea retta, che congiunge delti punti, sarà 
.nel medesimo piano, nel quale sono le parallele. 

, i . >; , ‘ 

.» >1 VW .. .4 ' t • f.\4\ \ •. •• * 

X * • 

Siano due lince rette parallele AB, CD 7 ')* 
e in ameudne si prendano quali si vogliano punti E-, 
f\ Dico la linea retta, che congiuuge d penti E, 
F essere nel medesimo piano, nel quale sono le pa- 
rallele. ' ; ~ ' . ì - , . 4 ' 

r-.Se è possibile sia in, un piano «levato ■, come EGF, 
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è per la EGF tirisi un piano , il quale farà la se- 
ziono nel sottoposto piano , una linea retta ( prop. 
3 XI. J, la faccia come EF: adunque due linee 
rètte EGF, EF , conterranno uno spazio, che non 
è possibile ( ass. io I. ) : e perciò quella linea ret- 
ta , che è tirata dal punto E ad F non è in un pia- 
no elevalo', onde sarà in quello, che passa per le 
parallele AB, CD. 

Se dunque due linee rette parallele ec. C. B. D. 

TEOR. vin. PROP. viri. 

Se due linee rette siano parallele, ed una dt 
esse sia perpendicolare a qualche piano, l'altra 
ancora sarà perpendicolare al medesimo piano. 

* • ^ ** ’v | * - ,tlW" X Hf 

Siano due linee rette parallele AB, CD ( 
cd una di esse AB sia perpendicolare al sottoposto 
phtno. Dico ancora la rimanènte CD essere al me- 
desimo piano perpendicolare. ' - 

Incontrino le AB, CD il sottoposto piano ne J punti 
B , D , e giungasi BD : adunque le AB , CD , BD 
sono in un piano ( prop. antec. ). Tirisi fa DE nel 
sottoposto piano pèrpendicólare alla BD,-'e si ponga 
la DE uguale alla AB: e si congiungano BE, AE, 
AD. E perchè la AB è perpendicolare al sottoposto 
piano, sarà perpendicolare ancora a tutte le linee 
rette, che la toccano , e sono nel sottoposto piano: 
adnnque amendue gli angoli ABD ) ABE sono retti. 
Laonde cadendo la BD nelle linee rette parallele AB-, 
CD , saranno gli angoli ABD CDB uguali a due 
retti ( prop. 29 I. ): ma é retto ABD: adunque au- 
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cora CDB è retto. c perciò Li CD è perpendicolare 
alla BD. E perchè la AB è uguale alla DE, e la 
jBD comune, le due AB, BD sono uguali alle due 
ED , DB ; e E angolo ABD è uguale all’ angolo EDB, 
perciocché amcndue sono retti: adunque la base AD 
è uguale alla base BE ( prap. 4 I )• Inoltre perchè 
la AB è uguale alla DE, e la BE alla AD, saran- 
no le due AB, BE uguali alle due ED, DA, l’una 
all’altra, e la base loro AE è comune : onde l’an- 
golo ABE è ugnale all’angolo EDA ( prop. 8 1.) 
ed è retto ABE : adunque è pur retto EDA, e la 
ED è perpendicolare alla DA : ma è anche perpen- 
dicolare alla BD. Adunque la ED sarà anche per- 
pendicolare al piano , che passa per le BD, DA (prop. 
4 XI. ) ■> « con tutte le lince rette , che essendo 
nel medesimo la toccano, farà angoli retti ( def 
3 J. Ma la DC è nel piano che passa per le BA , 
AD, perchè nel piano per le BD , DA sono le AB, 
BD( prop. 2 XI. ), ed in qual piano sono le AB , 
BD , è la DC : onde la ED è perpendieolare alla 
DC; e però la CD è perpendicolare alla DE; ma 
ancora la CD è perpendicolare alla DB : adun- 
que la CD è perpendicolare a due linee rette DE, 
DB , che si segano fra loro nella comune sezione 
D, e però è perpendicolare al piano , che passa 
per le DE , DB : ma il piano per le DE , DB è 
sottoposto piano. Adunque la CD sarà perpendicolare 
al sottoposto piano. 

Laonde se due linee rette siano parallele ec. 

C. B. D. 


: -jet/. :■:/ 
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TEOR. IX. PROP. IX. 

• • . r . r ' .• ' . *• ' ■> - - *. 

Le lìnee parallele ad una medesima , che non 
sono nel mede simo piano , saranno altresì fra loro 
parallele. . ,* » .- • 

; . -I. : • ‘ ’ ■ ;V 

Sia r una , e T altra delle AB , CD ( Jig. g ) pa- 
ttitela alla EF, che non siano nel medesimo piano, 
nel quale è essa. Dico la AB essere parallela alla CD. 

Prendasi nella EF qual si voglia punto G , dal 
qua/e s! tiri la GH perpendicolare alla EF nel pia- 
no che passa per’ le EF, AB ; e nel piano che pas- 
sa per le FE, CD tirisi la GK perpendicolare alla 
FE. E perchè la EF è ad amendue GH , GK per- 
pendicolare , sarà ancora perpendicolare al piano f 
che paisa per GH , GK , e la FE è parallela alla 
AB: adunque anche la AB è perpendicolare al piano, 
die passa per HGK ( prop. 4 A /. ) ; e per la me- 
desima ragione la CD è perpendicolare al piano , 
che passa per HGK ( prop. antec. ) :T una e F al- 
tra dunque delle AB, CD sarà perpendjcoìofe al piano 
per HGK. Ma se due linee rette sono perpendicolari 
ad un medesimo piano , saranno parallele fra loro 
( prop. € XI. ). Adunque la AB è parallela alla CD. 

Laonde le linee rette parallele ad una ec. C.B.D, 

•i* . . .v. • , V V«.\ 4 ’ ; 

TEOR. X. PROP. X. 

> ■ • * 

«fe due lìnee 'rette che si toccano sono parai - 
lele a due altre linee rette che si toccano , ma non 
nel medesimo piano j conterranno angoli uguali. 
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Siano due linee rette, che si' toccano AB, BC, 
(fis- 40 ) parallele a due altre che si toccano DE, 
EF, ma non nel medesimo piano. Dico l’angolo ABC. 
essere uguale all’angolo DEF. 

Prendansi le BA, BC , ED, EF , fra loro uguali, e 
si giungano le AD , CF , BE, AC, DF. Perché 
dunque la BA è uguale, c parallela alla ED, sarà 
ancora la AD uguale , e parallela alla BE ( prop. 
33 I. ); c per la medesima ragione la CF sarà u- 
guale , e parallela alla BE Amendue dunque le AD, 
CF sono uguali, e parallele alla BE }e quelle, che 
sono parallele alla medesima linea retta , e non 
sono nel medesimo piano, nel quale è essa , saranno 
fra loro parallele ( prop. antec. ): onde la AD è pa- 
rallela alla CF; ed è uguale: ed AC DF le con- 
giungono: adunque la AC è ugnale , e parallela alla 
DF ( prop. 33 I. )- Perchè due linee rette Ali, BC 
sono uguali a due DE, EF , e la base AC è uguale 
alla base DF , sarà 1' angolo ABC uguale all’angolo 
DEF ( prop. 8 I. )■ 

Se dunque due lince rette, che si toccano sono 
parallele a due altre ec. C. B. D. 

■ ««uà» • . . . a?* ■*.*>? ma, i* 

PROB. I. PROP. XI 

'■ '•** 

Da un dato punto sublime tirare una linea retta 

perpendicolare al sottoposto piamo. 

. . . ' t 

1 > •* r 

Sia il dato punto sublime A ( Jig. H )j e sia dato 
il sottoposto piano. Bisogna dal punto A tirare unir 
linea retta perpendicolare al sottoposto piano. * 

Si tiri nel sottoposto piano una linea retta couiun- 
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tjiiè BC , e dal punto A alla BC , si tiri la perpen- 
dicolare AD ( prop.i4 I- )■ Se la AD sia perpendi- 
colare ancora al sottoposto piano, sarà fatto ciò, che 
si proponeva : ma se non sia , si meni dal punto D 
la DE perpendicolare alla 'BC nel sottoposto piano 
( prop.ll I. ), e dal punto A alla DE si tiri la per- 
pendicolare AF , e finalmente per F si conduca la 
GII parallela alla BC ( prop. 3t I. ). E perchè la 
BC è perpendicolare ad amendue le DA , DE , sarà 
ancorala BC perpendicolare al piano che passa per ED, 
DA ( prop.4.XI ), ed è la GII parallela ad essa; e sonò dué 
linee rette parallele , 1' una delle quali sia perpen- 
dicolare a qualche piano, l'altra ancora sarà al me- 
desimo piano perpendicolare ( prop. 8 XI. ) : onde 
ancora la GII è perpendicolare al piano, che passa 
per le ED, DA: e però è perpendicolare a tutte le li- 
nee rette, che essendo nel medesimo pianò , la toccalo; 
ed AF che è nel piano, che passa per le ED , DA la 
tocca: adunque la GII è perpendicolare alla FA; e 
perciò la FA è perpendicolare alla GII ; ed è la AF 
perpendicolare alla DE. Adunque la AF è perpen- 
dicolare ad ambo le HG , DE : e se una retta linea 
è perpendicolare a due line rette, che si segano fra 
loro nella cOmun sezione, sarà ancora perpendicolare 
al piano, che passa per esse : laonde FA è perpen- 
dicolare al piano che passa per ED , GII ( prop. 4 XI. Js 
tna il piano per le ED, GII è sottoposto piano: adun- 
que la AF al sottoposto piano è perpendicolare. 
Perciò da un punto sublime dato A si è tirata una 
linea retta AF perpendicolare al sottoposto piano GB.F. 

‘lL_ v * i • / * . 

2 . -Jj 
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x ' PROB. n. PROP. XIL 

Dal punto , che sia in un piano dato, costituire 
una linea retta perpendicolare ad esso piano. 

Sia il dato piano sottoposto GII ( Jìg. 42 ), ed un 
punto che è in esso sia A. Bisogna dal punto A costi- 
tuire una linea retta perpendicolare al sottoposto 

piano. 

Intendasi qualche punto snblùneB, dal quale si 
tiri la BG perpendicolare al sottoposto piano f prop- 
antec. ), e per A si tiri AD parallela alla BC. 
Perché dunque due linee rette sono parallele AD , 
CB , ed una di esse BG è perpendicolare al sottopo- 
sto pi^o? ancor la llmanenle AD sarà Perpendico- 
lare al sottoposto piano f prop. 8 XI. ). 

Laonde dal punto che è in un piano dato si è 
«ostituita una' linea retta perpendicolare al detto pia- 
no ec. C. B: F. ’ 

< TEOR. XI. PROP. Xffl. 

Val punto , che sia in un piano dato non si co- 
stituiranno due linee rette perpendicolari al detto 
piano dalla medesima parte. 

Se è possibile dal punto A/ fig. l 3 )', che é nel 
dato piano coptitaiscansi due linee rette AB, AC 
dalla medesima parte perpendicolari ad esso : e si tiri 
un piano per le BA , AC , che -farà la sezione per. 
lo punto A nel sottoposto piano una linea retta 
( prop. 3 XI. ) i faccia la DAE. 
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Adunque le lince rette AB, AC, DAE sono iu 
un piano. E perchè la CA è al sottoposto piano per- 
pendicolare , sarà perpendicolare a tutte le linee rette, 
che essendo pel medesimo piano, la toccano ( def.3 ): 
ma DAE la tocca, che ò nel sottoposto piano. Onde 
l’angolo CAE è retto, per la medesima ragione è 
retto BAE : l’angolo dunque CAE è uguale a BAE, 
e sono in un piano, che non è possibile. 

Laonde dal punto , che sia in un dato piano , non 
si constituiranuo eo. C. B. D. 

TE OD. XII. PROP. XIV. 

Quei piani sono paralleli fra loro , ai quali la 
medesima linea retta è perpendicolare. 

Sia la linea reità AB (Jig. f4 ) perpendicolare 
all* uno , e l’altro piano CD, EF. Dico delti piani 
essere paralleli. 

Se non è così , prolungati si congiungeranno in» 
sieme: congiuugansi , e facciano la comune sezione 
la linea retta GII ( prop. 3 XI. J; ed in essa GII 
preso qual si voglia punto K, si congiungano AK , BK. 
Perchè dunque la AB è perpendicolare al piano EF, 
sarà perpendicolare alla BK ( Jef. 3 ), la quale 
giace nel piano EF prolungalo : onde l’angolo 

ABK è retto : similmente BAK è retto , e del trian- 
golo ABK due angoli ABK , BAK sono uguali a due 
retti , che non è possibile. Adunque i piani CD, EF. 
prolungati non si congiuDgeranno , e perù è neces- 
sario che CD, EF siano paralleli. 

Laonde quei piani sono paralleli fca loro ec. C.B.D. 
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TEOR. XIII. PROP. XV. 

Se due linee rette che si toccano siano -parallele 
a due altre linee che si toccano , ma non nel me- 
desimo piano ; anche i piani che passano per esse 
linee rette saranno paralleli fra loro. 

Due linee rette che si toccano AB, BC (Jig . i5 ) 
siano parallele a due altre, che si toccano DE, EF 
e non nel medesimo piano. Dico i piani che pas- 
sano per le AB, BC, DE, EF se si prolunghino 
non convenire insieme. 

Si tiri dal punto B al piano, che passa per le 
DE , EF la perpendicolare BG , che tocchi il piano 
nel punto G, e per G tirisi la GII parallela alla 
ED, e GK parallela alla EF. Perchè dunque la 
BG è perpendicolare al piano, che passa per le 
DE , EF ; sarà ancora perpendicolare a tutte 
le linee rette che la toccano , e sono nel me- 
desimo piano ( def 3 ) ; ed amendue GII , GK , 
che sono nel medesimo piano , la toccano. Adunque 
1 ' uno, e l'altro angolo BGII , BGK è retto. 
E perchè la BA è parallela alla GH, gli angoli GBA, 
BGII sono uguali a due retti ( prop. 29 I. ) ; e BGII 
è retto: adunque anche GBA sarà retto j e però la 
GB è perpendicolare alla BA. Per la medesima ra- 
gione la GB è perpendicolare alla BC : essendo dun- 
que la BG perpendicolare alle due linee rette BA , 
BC, che si segano fra loro, è perciò la BG perpendi- 
colare al piano clic passa perle AB, BC. Similmente 
la BG è perpendicolare al piano per le 1IG, , GK 
( prop.4 XI.) $ ma il piano per le HG , Gl£ f è quello. 
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che passa per le DE, EF: onde la BG è perpendicolare al 
piano , die passa per le DE , EF. E si è dimostrata 
anche BG perpendicolare al piano per le AB , BC ; 
ed è perpendicolare al piano per DE, EF. Adunque 
la BG è perpendicolare ad amendue i pianiy che 
passano per le AB , BC , DE , EF ; ma quei piani 
sono paralleli ai quali la medesima linea retta ò per- 
pendicolare. E dunque il piano per le AB , BG pa- 
rallelo al piano per le DE, EF. 

E perciò se due linee rette che si tocchino ec. 

a b. d. 

TEOR. XIV. PROP. XVI. 


Se due -piani paralleli siano segati da qualche 
piano , le comuni sezioni loro saranno parallele . 

Due piani paralleli AB , CD ( Jlg. ) siano se- 

gati da qualche piano FEGH , e le loro comuni se- 
ssioni siano EF , GII. Dico V EF essere parallela 
alla GII. J ^ 

Imperocché se non è parallela , prolungato le EF, 
GH si congiungeranno verso le parti F,H, o verso 
le parti E , G : si prolunghino prima verso le F,H , 
e congiupgansi nel punto K, Perchè dunque la EFK 
è nel piano AB , e tuli’ i punti , che si prendono 
nella EFK saranno nel medesimo piano : ma il punto 
K. è uno di quelli : adunque K è nel piano AB , e 
per la medesima ragione K è nel piano CD. Adun- 
que qifei piani AB , CD prolungati si congiungeran- 
no insieme: ma non si congiungono, essendosi posti 
paralleli; adunque le linee rette EF, GII proluu- 
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gate non si congiungeranno verso le parti F, H : 
similmente dimostreremo, se si prolunghino, non con- 
giungersi verso le parti E , G : e quelle linee rette, 
che da ninna parte si congiungono, sono parallele : 
onde la EF è parallela alla GH. 

Se dunque due piani paralleli siano segati da qual- 
che piano ec. C. B. D. 

TEOR. XV. PROP. Xm 

Se due linee rette siano segate da piani paral- 
leli, saranno segate proporzionalmente. 

Due linee rette AB, CD ( Jig . 4j ) siano segate 
da piani paralleli GH , KL , MN ne' punti A , E , 
B , C, F, D. Dico come là linea retta AE alla retta 
EB , così essere la CF, alla FD. 

Si congiungano AC , BD , AD , ed AD incontri 
il piano KL nel punto X, e si uniscano EX, XF. 
Perchè dunque due piani paralleli KL , MN sono 
segati dal piano EBDX , le comuni sezioni EX , 
BD sono parallele ( prop. antec ■ ). Similmente per- 
chè dite piani paralleli GII, KL sono segati dal pia- 
no AEFC, le comuni sezioni loro AC,FX sono pa- 
rallele. E perchè ad un lato del triangolo ABD , cioè 
à BD si è condotta la parallela EX , come AE ad 
EB , cosi sarà AX ad XD. Inoltre perchè ad un 
lato del triangolo ADC, cioè ad AC si è tirata la 
XF parallela , sarà ( prop. 2 VI. ) come la AX 
alla XD , così la CF alla FD ; e si è dimostralo 
come la AX alla XD , così essere la AE alla EB : 
come dunque AE EB, così é CF ad FD ( prop, 

a V , ). 


» 
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Onde se due linee rette siano segate da piani pa- 
ralleli ec. C. B. D. 

. , TEOIL XVI. DROP. XVIIL 

, / ■ ’ , • 

Se una linea retta sia perpendicolare a quale? ‘ 
piano , tutt’i piani, che passano per la detta linea 
saranno perpendicolari al medesimo piano. 

Sia la linea retta AB { Jlg. 48 ) perpendicolare 
al sottoposto piano. Dico ancora tutt' i piani , che 
passano per la AB, essere perpendicolari al sotto- 
posto piano. 

Si prolunghi per la AB il piano DE, e sia del 
piano DE , e del sottoposto piano la cornane sezione 
CE : e prendasi nella CE qual si voglia punto F , 
dal qnale nel piano DE si tiri la FG perpendicolare 
alla CE. Perchè dunque la AB è perpendicolare al 
sottoposto piano , sarà ancora perpendicolare a tutte 
le linee rette, che la toccano, e sono nel medesimo 
piano ( def. 3 ), e perciò è altresi perpendicolare 
alla CE: onde l’angolo A BF è retto: ma anche GFB 
è retto: adunque la AB è parallela alla FG; ed èia 
AB perpendicolare al sottoposto piano la FG dunque 
sarà perpendicolare al medesimo piano (prop.8 XI.). 
Ma il piano è perpendicolare al piano , quando 
in un piano tirale le linee rette perpendicolari sopra 
la , comune sezione de’ piani, siano all’altro piano 
perpendicolari ( def. 4 ) S e' la FG > che nel piano 
DE tirata perpendicolare alla comune sezione de 'pia- 
ni CE si è mostrata perpendicolare al sottopo- 
sto piano. Adunque il piano DE è perpendicolare al 
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« 

sottoposto piaDO. Similmente si dimostreranno tutù 
i piani, che passano per la AB, esser perpendico- 
lari al sottoposto piano. 

Laonde so una linea retta sia perpendicolare a 
qualche piano ec. C. B. D. 

TEQR. XVII. DROP. XIX. 

» 

'Se due piani si segano ad angoli retti sopra, 
qualche piano , anche la comune sezione loro sarà 
perpendicolare al medesimo piano. 

Siano due piani AB , BC (fig-iq ) i che si sechino 
ad angoli retti sopra il sottoposto piano , e la co- 
mune sezione sia BD. Dipo la BD essere perpendi- 
colare al sottoposto piano. 

Non sia , se è possibile , la BD. perpendicolare al 
sottoposto piano ; e dal punto D tirisi nel piano AB 
la linea retta DE perpendicolare alla AD , e nel pia- 
no BC tirisi la DF perpendicolare alla CD. Parchi! 
il piano AB è perpendicolare al sottoposto piano , 
pd alla comune sezione loro AD si é tirata ad angoli 
rptti la DE nel piano AB , sarà la DE perpendico- 
lare al sottoposto piano. Similmente dimostreremo la 
r-. . DF- essere perpendicolare al sottoposto piano : onde 

dal medesimo punto D sono costituite due linee rette 
perpendicolari al sottoposto piano dalla medesima 
pai te, il che <5 impossibile ( prop. i3 XI. ): dunque 
dal punto D. non si costituiranno altre perpendicolari 
al sottoposto piano , fuorché la DB, sezione comune 
‘ de’ piani AB, BC. 

Adunque se due piani che si segano siano ad 
angoli retti ec. C. B. D. 
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TEOR. XVIII. PROP. XX. 


*5 


Se un angolo solido sìa contenuto da tre an- 
goli piani, due di loro presi comunque, sono mag-, 
giori del rimanente. 

L' angolo solido A ( Jig. 20 ) sia contenuto da 
dre angoli piani BAC , CAD , DAB. Dico degli an- 
goli BAC , CAD , DAB due, presi comunque, essere 
maggiori del rimanente. 

Imperocché se gli angoli BAC , CAD , DAB siano 
fra loro uguali, è manifesto due essere maggiori del 
rimanente, presi in qualunque modo, Ma se non sia- 
no uguali, 'sia BAC maggiore, e nella linea retta 
AB, e nel punto A in essa constituiscasi nel piano,; 
che passa per le BA , AC l' angolo B AE uguale ab- 
1' angolo DAB ( prop. s3 L ) ; e pongasi AE ugua- 
le ad AB, e per E tirata la BEC seghi le lince rette 
AB , AC ne' punti B , C } e $ì congiungano BD * 
DC. E perchè DA è uguale a AE, e la AB é co- 
mune, le due DA, AB .sono uguali alle due BA , 
AE , e l’ angolo DAB è uguale all’ angolo BAE. A- 
dunque la base DB è ugnale alla base BE ( prop. 
8 I. )• E perchè lo due BD, DC sono maggiori 
della BC, delle quali DB si è dimostrata uguale a 
BE j sarà la rimanente DC maggiore della rimanen- 
te EC. Ed essendo DA uguale ad AE, ed AC co- 
mune , e la base DC maggiore della base ECj sarà 
l' angolo DAC maggiore deli’ angolo EAC : si è di- 
mostrato anche 1’ angolo DAB uguale all’ angolo BAE. 
Onde gli angoli DAB, DAC sono maggiori dell'an* 
golo BAC. Similmente dimostreremo, so si prenda- 


ì 


26 degli Elementi di Euclide 

no dae altri angoli, quali si siano , quelli essere mag- 
giori del rimanente. 

Se dunque un angolo solido sia contenuto da tre 
angoli ec. C. 13. D. 

. iv- ' . \ 

TEOIl. XIX. PROP. XXL 

» 

Ogni angolo solido è contenuto da angoli piani 
minori di quattro retti. 

, • 1 

Sia l’angolo solido A ( Jig . ai ) contenuto da 
angoli piani RAG, CAD, DAR. Dico gli angoli 13AC, 
CAD , DAR essere minori di quattro retti. 

Prendami in ciascuna delle AH, AC, AD quali si 
vogliano punti R, C,- D,e si congiungano RC, CD, 
DR. Perchè dunque l’angolo solido infi è contenuto 
da tre angoli CRA , ARD , CRD , due comunque 
presi sono maggiori del rimanente. Adunque gli an- 
goli CRA , ARD sono maggiori dell’ angolo CRD : e 
per la medesima ragione gli angoli BCA , ACD sono 
maggiori dell’angolo BCD, e gli angoli CDA, ADR sono 
maggiori dell’ angolo CDB. Onde i sei angoli CBA, 
ARD, RCA, ACD, ADC , ADR sono maggiori dei 
tre angoli CBD , BCD CDB : ma i tre angoli 
CRD $ BDC; DCB.sono uguali a due retti. Adun- 
que i sei angoli CBA , ARD , BCA , ACD , ADC , 
ADB sono maggiori di due retti; ed essendo i tre angoli 
di ciascun triangolo ABC, ACD, ADB uguali a due retti, 
saranno de’ tre triangoli i nove angoli CBA , ACD , 
BAC, ACD, DAC, CDA, ADR, RDA , BAD uguali 
a sei retti; de’ quali sei angoli ABC, BCA, ACD > 
CDA, ADB, DBA sono maggiori di due retti: a- 
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dunque i tre angoli rimanenti BAC, CAD, DAB , 
che contengono 1' angolo solido saranno minori di 
quattro retti. ' 

Laonde ogni angolo solido è contenuto da ango- 
li ec. C. B. D. 

I 

TEOll. XX. PROP. XXII 

Se siano tre angoli piani, de' quali due siano 
maggiori del rimanente , presi in qual si voglia 
modo, e siano contenuti da linee rette uguali, d 
possibile, che da quelle linee, che congiungono 
esse linee rette sia constituito un triangolo. 

Siano tre angoli piani ABC, DEF, GIIK (fig-22 ), 
due de’ quali siano maggiori del rimanente, presi in 
qualunque modo, cioè gli angoli ABC, DEF siano 
maggiori del rimanente GIIK, e gli angoli DEF , 
GIIK maggiori dell’angolo ABC, ed inoltre gli an. 
goli GIIK , ABC maggiori dell’ angolo DEF, e sia- 
no uguali le linee rette AB, BC, DE/EF^ GH , 
IIK; e si congi ungano AC, DF, GK. Dico essere 
possibile, che da linee rette uguali alle AC, DF , 
GK si constituisca un triangolo, cioè che due quali 
si vogliano delle AQ, DF, GK siano maggiori della 
rimanente. 

Se dunque gli angoli ABC , DEF, GIIK siano fra 
loro ugnali, è manifesto, che facendosi uguali AC, 
DF , GK, da linee uguali ad esse, si possa costituire 
un triangolo. Ma se no, gli angoli ABC, DEF, GHK 
siano disuguali, e 1 angolo ABC sia maggiore del- 
1 uno , e 1’ altro DEF , GHK: adunque anche la 
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linea reità AG è maggiore dell’ una , c l’ altra 
delle DF , GK ( prop. n4 !• ), ed è manifesto, che 
la AC insieme con una di esse DF, GK sia 
maggiore della rimanente. Dico eziandio le DF , 
GK essere maggiori della AC. Constituiscasi nella 
linea retta AB, enei punto in essa B l’angolo ABL 
uguale all’angolo GIIK ( prop. s3 J.) , e ad una 
delle AB, BC, DE, EF, GH,HK, pongasi uguale la BL, 
e si giungano AL, LC. Perchè dunque le due AB, 
BL sono uguali alle due GH , IIK , l' una all’ altra , 
contengono angoli uguali ; sarà la Base AL uguale 
alla base GK ( prop. 4 X )• E perchè gli angoli DEF, 
GIIK sono maggiori dell' angolo ABC, de quali 1* 
angolo GIIK è ugnale all’ angolo ABL, sarà il rima- 
nente DEF maggiore dell’ angolo LBC. Ed esssendo 
le due LB , BC uguali alle due DE , EF , 1’ una 
all altra , e l’ angolo DEF maggiore dell' angolo LBC> 
la base DF sarà maggiore della base LC ; si è di- 
mostrato anche la GK uguale alla AL. Adunque le 
DF , GK sono maggiori delle AL , LC: ma le AL, 
LC sono maggiori della AC: adunque le DF, GK 
saranno mollo maggiori della AC. Onde delle linee 
rette AC , DF , GK due sono maggiori della rima - 
nenie, prese in qualunque modo. 

E però è possibile che con linee rette uguali alle 
AC, DF, GK si costituisca uu triangolo ec. C.B.D* 

-li 

PROB. IR. PROP. XXffl. 

Costituire un àngolo solido da tre angoli piani , 
de' quali due siano maggiori del rimanente , presi 
in qualunque modo. Bisogna che i tre angoli siano 
minori di quattro retti. 
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Siano tre angoli piani dati ABC, BEF , GI1K 
( 'Jig>s3 ), due dei quali, presi in qual si voglia modo, sia- 
no maggiori del rimanente, e siano li tre angoli mi- 
nori, di quattro retti. Bisogna da angoli uguali agli 
ABC, DEF , GIIK costituire un angolo solido. 

Si tagliano le AB, BC, BE, EF, GII, HK, uguali, 
e si uniscano AC, BF, GK, È possibile dunque, che 
da linee uguali ad esse AC BF, GK si constitusca 
un triangolo ( prop. antec. ) , onde oonstituiscasi 
LMN ( prop. 22 I. ) in modo , che AC sia uguale ad 
LM , BF ad MN, ed inoltre la GK alla LN, o de- 
scrivasi d'intorno al ti angolo LMN ( prop. 5 IV.) il 
cerchio LMN , e prendasi il centro di esso , che 
sarà o dentro al triangolo LMN, o in un lato di 
esso j o fuori. Sia prima dentro, e sia X, e giun- 
gami LX, MX, NX. Bico la AB essere maggiore 
della LX. 

Se non è così, la AB o sarà uguale alla LX , o 
minore: sia prima uguale. Perchè dunque AB è uguale 
alla LX ,ed AB uguale a BC, saràLX uguale alla 
BC : ma LX è uguale ad XM. Adunque le due AB, 
BC sono uguali alle due LX , XM,- 1' una all’ altra, 
e la base AC, si pone uguale alla base LM. Onde 
l’angolo ABC è uguale all’angolo LXM ( prop. 8 1.) 
Similmente l’angolo BEF è uguale all’ angolo MXN; 
e l’angolo GHK all' angolo NXL: i tre angoli dunque 
ABC, BEF, GIIK sono uguali a tre angoli LXM, 
MXN, NXL. Mali tre LXM, MXN, NXL sono uguali 
U quattro retti ( corol. prop. i5 /): dunque anche li 
tre ABC , BEF , CHK saranno uguali a quattro retti; 
ma si pongono minqridi quattro retti, il che è im- 
possibile. Non è dunque AB uguale adLX. Bico an- 
che la AB non essere minore di LX. 
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Imperocché s’egli è possibile, sia minore, e pongasi 
XO uguale ad AB , ed XP uguale a BC, e si unisca 
OP. Perche dunque AB è uguale alla BC , anche la 
XO sarà uguale, alla XP : dunque la rimanente OL 
è uguale alla rimanente PM : e però la LM è pa- 
rallela alla PO ( prop. 2 VI. ) , e '1 triangolo, LMX 
equiangolo al triangolo OPX. È, dunque come la XL 
alla LM, cosi la XO alla OP ( prop. 4 VI. ) , e 
permutando come LX ad XO, cosi LIVI alla PO ; e la 
LX è maggiore della OX. Adunque la, LM è mag- 
giore della OP : ma LM si è posta uguale alla AC. 
Onde anche la AC sarà maggiore della OP $ ed 
essendo le due AB, BC uguali alle due OX, XP, e 
la base AC maggiore della base OP, sarà l’ angolo 
ABC maggiore deir angolo OXP ( prop. s5 L J. Sir 
utilmente dimostreremo V angolo DEF essere mag- 
giore dell' angolo MXN , e l'angolo GHK dell' an- 
golo NXL. I tre angoli dunque ABC , DEF , GIUS, 
sono maggiori de’tre LXM , MXN , NXL : ma gli angoli 
'ABC , DEF , GIUS, si pongono minori di quattro retti: 
adunque gli angoli LXM, MXL, NXL saranno molto mi- 
nori di quattro retti, ma sono uguali (propnJJ.), che è 
impossibile. Non è dunque la AB minore della LX. 
e si è dimostrato non esser uguale: è necessario 
dunque che sia maggiore. **a. , 

Constiluiscasi nel punto X la XR. perpendicolare di 
cerchio LMN ( prop. 42 XI. ), e pongasi il quadrato 
di RX uguale all' eccesso, nel quale il quadrato di 
AB supera il quadrato di LX ( Ved. Lem. seg. J t 
e si congiungano BL, RM, RN. Perchè dunque RX, 
è perpendicolare al piano del cerchio LMM, sarà an- 
cora perpeadioolare a ciascuna delle LX, MX, NX 
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( ilef. 3. XI. ), c perchè la LX è uguale alla XM, 
e<l è comune, e ad angoli retti la XR: sarà la base 
LIÌ uguale alla base RIVI ( prop. 4- !• ) » e P er la 
medesima ragione la RN, è uguale ad amendue RL, 
RJL Adunque le tre linee rette RL, RM , RN sono 
fra loro uguali. E perohè il quadaato XR si pone 
uguale alle eccesso , onde il quadrato AB supera il 
quadrato di LX; sarà il quadrato di AB uguale ai 
quadrati delle LX , XR , e’1 quadralo di RL è uguale 
ai quadrati delle LX, XR, perciocché l’angolo LXR 
é retto ( prop. 4j' I ) : adunque il quadrato di AB 
sarà uguale al quadrato di RL; e perciò la AB é uguale 
alla RL : ina alla AB è ugnale ciascuna delle 
BC,DE,FE, GH, I1K, edalla RL è uguale l’una, e 
l’ altra delle RM, RN. Ciascuna dunque delle AB, BC, 
DE, EF , HK è uguale a ciascuna delle RL, RM, 
RN. Ed essendo le due LR , RM uguali alle due 
AB , BC , e ponendosi Li base LM uguale alla base 
AC ; sarà 1’ angolo LRM uguale all’ angolo ABC 
( prop.8.1 .). Per la medesima ragione l’angolo MRN è 
uguale all’ angolo DEF , e 1’ angolo LRN è uguale 
all* angolo GHK: adunque da tre angoli piani LRM, 
MRN , LRN , che sono uguali a tre dati ABC, DEF, 
GHK si è costituito 1’ angolo solido R , che é con- 
tenuto dagli angoli LRM, MRN. LRN. 

Ma sia il centro del cerchio in un lato del trian- 
golo , cioè in MN , che sia X , e giungasi XL. Dico 
la AB essere maggiore di LX 

Imperocché se non sia così, o la AR è uguale ad 
LX , o minore di essa ; sia prima uguale. Le due 
dunque AB, BC, cioè le DE, EF, sono uguali alle 
due MX, LXj cioè alla MNj ina luMN si pone uguale 
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alla DFi onde le DE, EF sono ugnali alla DF, eh è 
noh è possibile ( prop. 20 . I. )■ Dunque la AB non 
*è eguale alla LX ì similmente non è minore; pero 1 
cbè ne seguirebbe molto maggiormente l’impossibile. 
Onde la AB è maggiore della LX. È similmente se 
all' eccesso nel quale il qradrato di AB supera il 
quadralo LX, si ponga l’ uguale, come il quadrato 
di RX, e la RX si costituisca perpendicolare *1 
piano del cerchio , si farà il problema. 

Ma sia il centro del cerchio fuori del triangolo 
LMN, che sia X , e si congiungano le LX , MX 1 
NX. Dico ancora la AB essere maggiore della LX, 

Poiché se non è così 0 è ugnale, o minore: sia prb- 
ma ugnale. Adunque lè due AB, BC, sono uguali -alle 
MX; XL, Duna all’altra, e la base AC è ugnale 
alla ML : dunque l’ angolo ABC è ugnale all’ angolo 
MXL ( prop.8.I. ); e similmente l’angolo GHK è ognalfc 
all’ angolo LXN; e perciò tutto l’ angolo MXN é ugnale 
ai due ABC , GHK. Ma anche gli angoli ABC, 
GHK sono maggiori dell’angolo DEF: adunque anche 
l’ angolo MXN è maggiore di esso DEF. E perchè 
le due DE , EF sono ugnali alle due MX , XN , e 
la base DF è ugnale alla base MN, sarà 1’ angolo MXN 
ugnale all’ angolo DEF ( prop. 8. I. ) ; e si é dimo- 
strato maggiore , che è assnndo , e perciò AB non 
è uguale ad LX : dimostreremo dipoi nè anche es- 
sere minore, onde è necessario, che sia maggiore' } 
e se constituiamo similmente la XR ad angoli retti 
sopra ’1 piano del cerchio j è la ponghiamo uguale 
al lato di quel quadrato, onde il quadcato della AB 
supera quello della LX, si farà il problema. Onde 
dico la AB non essere anche minore della LX. 
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Perciocché sia minore;. se può essere ; ed alla AB, 

pongasi uguale la XO, ed alla BC uguale la XP, 
e si unisca OP. Perchè dunque AB è uguale BC, sarà 
anche XO uguale ad XP: dunque la rimanente OL è 
uguale alla rimanente Pài : e perciò la LM è paral- 
lela alla PO , e’1 triangolo LMX equiangolo al trian- 
golo PXO. Onde come XL ad LM , cosi XO ad OP 
( prop.2. VI. J, e permutando come LX , ad XO ,• 
così LM ad OP ( pròp\ 4- VI. ), ma la LX è mag- 
gio della XO: adunque la LM è maggiore della OPy 
e la LM è uguale aUa AC. Onde anche la AC sarà 
maggiore, della OP. Perchè dunque le due AB, 
BC sono uguali alle due OX, XP, l’una all'altra, 
e la base AC è maggiore della base OP ; sarà 
l’ angolo ABC maggiore dell'angolo OXP ( prop.s5 1. )• 
Similmente se si prenda XII uguale all’ una, e l’altra 
delle XO , XP , e giungasi OR, dimostreremo l’angolo 
GI1K maggiore dell’angolo OXR. Costituiscasi nella 
linea retta LX ; e nel punto in essa X 1’ angolo 
LXS uguale all’ angolo ABC ( prop. 23. I. ) ; ed 
all’ angolo G1IK uguale LXT ; e pongasi 1' una , e 1' 
altra XS, XT uguale aBa OX, e si congiungano OS, 
OT , ST. È perchè le due AB , BC sono uguali alle due 
OX , XS, e 1’ angolo ABC uguale all’angolo OXS , 
sarà la base AC, cioè LM uguale alla base OS 
( prop.4 • I), e per la medesima ragione LN è uguale ad 
OT. Ed essendo le due ML, LN uguali alle due OS, 
ST, e 1' angolo MLN maggiore dell’ angolo SOT, 
sarà ancora la base MN maggiore della base ST 
( prop.24. I. ) ì ma MN è uguale alla DF : adunque 
eziandio la DF é maggiore della ST. Perche dunque 
le due DE, EF sono uguali alle due SX, XT, c la 
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base DF maggiore della base ST, sarà l’angolo DEF 
maggiore dell'angolo SXT ( i prop.oH.l . ); ma l'angolo 
SXT è uguale agli angoli ABC, GIIK : adunque l'an- 
golo DEF è maggiore degli angoli ABC , GHK, ma 
è minore, che non può essere. 

Adunque si è constituito uu* angolo solido di tre 
angoli piani ec- C. B. D . 

,r r . t * 1 ; 1 » » 

LEMMA. 

- 

Date due rette disuguali, ritrovare la differen- 
za de ‘ quadrati loro. 

Siano due linee rette AB , LX ( Jtg. 24 ) , AB 
maggiore , LX minore. Bisogna ritrovare una retta, 
il cui quadrato sia uguale allà differènza de’ quadrati 

delle AB, LX. ' 

• Sulla linea retta AB maggiore descrivasi il semi- 
cerchio ACB, e dall’estremo A li si adatti la retta 
AC uguale alla LX ( prop. 4 IV. ),e si congiunga 
CB. Perchè l’ angolo nel semicerchio è retto , sarà il 
triangolo ACB rettangolo in C. Adunque il quadra- 
ta di AB è uguale a'quadrati delle AC, CB. Laon- 
de "il quadrato di AB snpera quello di AC , ovvero 
di LX del quadrato di CB. E prendendo RX uguale 
a CB , si avrà il quadrato di RX uguale all’eccesso 
del quadrato di AB sopra il quadrato di LX. C.B.F. 

TEOR XXI. PROP. XXIV. 

Se un solido sia contenuto da piani paralleli , i 
piani opposti dì esso saranno , ed uguali, e pa- 
rallelo grammi. 
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Il solido EB ( Jig. 25. ) sia contenuto da piani 
paralleli AC , GF, AH, DF, FB, AE. l)icoi piani 
di esso opposti essere , ed ugnali , e parallelo- 
grammi. 

Imperocché' essendo due piani paralleli BG, CE 
segati dal piano AC , le comuni, sezioni loro so- 
no parallele. Adunque la AB è parallela alla CD 
( prop. 46. XI. ). Inoltre perché due piani paralleli • 
BF, AE sono segati dal piano AC, le comuni loro sezioni 
som» parallele ,' e però la AD è parallela alla BC / 
e si è dimostrata AB parallela a CD: onde AC sarà 
parallelogrammo. Similmente dimostreremo ciascuno 
di essi DF, FG, GB, BF AE essere parallelogrammo: 
si congiungauo AH, DF. E perchè AB è paral- 
lela a DC, e BII ad CF : saranno le due AB, BH , 
che si toccano , parallele alle due DC , CF che si 
toccano, e non sono nel medesimo piano , onde con- 
terranno uguali angoli ( prop. 40 XI) : l’angolo dun- 
que ABII è uguale all’ angolo DCF. E perchè le due , 
AB, BH sono uguali alle due DC , CF e l'angolo 
ABH è uguale all’ angolo DCF, sarà la base AH 
uguale alla base DF , e ’l triangolo ABH uguale al 
triangolo DCF ( prop. 4 L).Ed essendo il parallelo- 
grammo BG doppio del triàngolo ABH ( prop. 41 X ) 
e ’l parallelogrammo CE del triangolo DCF 3 sarà il 
parallelogrammo BG uguale al parallelogrammo CE. 
Non altrimenti dimostreremo il parallelogrammo AC 
essere uguale al parallelogrammo GF, e ’1 paralle- 
logrammo AE al parallelogrammo BF. 

Se dunque un solido sia contenuto da piani paral- 
leli 6 c. C. B. D. 

'» 4 

* 
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TEOR. XXII. PROP. XXV. 


Se un solido parallelepipedo, cioè contenuto da piani 
paralleli, sia segato da un piano parallelo ai 
piani opposti , sarà come la base alla base , così 
il solido al solido. 

Il solido parallelepipedo AD ( Jig. 06 ) sia sega- 
to dal piano FG parallelo' ai piani opposti RA,DH. 
Dico come la base AF alla base FU , cosi essere il 
solido FB al solido ED. 

Si prolunghi All dall’ una , e dall’ altra parte ; e 
pongansi alla EH quante si vogliano uguali HM, MN, 
ed alla AE quante si vogliano uguali AK, KL , e 
si compiscano i parallelogrammi LO , AO , IIX , 
MS, ed i solidi LP, KR, CI* IS. Perchè dunquo? 
le linee rette LK, KA , AE sono eguali fra loro , 
saranno parimenti uguali fra loro i parallelogrammi 
LO , OA, AF : e similmente saranno anche tra loro 
eguali i parallelogrammi LQ,KB, AG (prop.i VI.), ed 
anche i parallelogrammi LZ , KP , AR tra loro uguali , 
perciocché sono opposti ( prop. antec. j: per la me- 
desima ragione anche i parallelogrammi EC, HX , 
MS sono uguali fra loro, ed anche i parallelogram- 
mi IIG, IH, IN sono uguali fra loro , e così pure i paral- 
> lelogrammi DII, IX, NT. Adunque tre piani de’solidi 
LP, KR, AY sono uguali a tre piani : ma tre piani sono 
uguali a tre piani opposti. Dunque i tre solidi LP , 
KR , AY saranno uguali fra loro, e per la stessa 
ragione anche i tre solidi ED , MD , MT sono uguali 
fra loro. Quante volte dunque la base LF è molti plice 
delle Tiase AF, tante volte il solido LY è moltiplice 
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ilei solido AY. Similmente quante volte la base FN 
è moltiplice della base I1F , tante volte il solido NY 
è moltiplice del solido IIY , e se la base LF è u- 
guale alla base NF, anche il solido LY sarà uguale 
al solido NY , e se la base LF supera la base NF, 
anche il solido LY supererà il solido NY , e se mi- 
nore , minore. Essendo dunque quattro grandezze , 
cioè due basi AF , FH, e due solidi AY, IIY, - e si 
sono presi gli ugualmente moltiplici della base AF, 
e del solido AY, cioè la base LF , e'1 solido LY, e 
della base IIF, e del solido HY , cioè la base NF , 
e’1 solido NY, e si è dimostrato, che se la base LF 
supera la base NF, omelie il solido LY superi il so- 
lido NY,- e se uguale , uguale , e se minore mino- 
re. E dunque come la base AF alla base FH, così 
il solido AY al solido HY; 

Laonde se un solido parallelepipedo sia segato ec. 
C. B. 13. 

/ . . 

PROB. IV. PROP. XXVI. 

Nella data linea retta , e nel punto dato in essa 
costituire un’ angolo solido uguale ad un altro 
dato. 

Sia la data linea retta AB ( Jig . 2 j ), il punto 
dato in essa A, e l'angolo solido D, che sia conte- 
nuto da angoli piani EDC, EDF , FDC. Bisogna 
nella data linea retta AB , e nel punto dato in essa 
A constituire un'angolo solido uguale al dato D. 

Prendasi nella linea retta DF qualunque punto 
F, dal quale si tiri la FG perpendicolare al piana. 
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che passa per le ED DC ( prop.n XI. ) , ed incon- 
tri il piano nel punto G , e giungasi DG ; e nella 
linea retta AB , e' nel punto in essa A costituiscasi 
l’ angolo BAL Aguale airangolo EDC ( prop. 23 1. ), 
ed air angolo EDG costituiscasi uguale l’angolo B AK. 
Inoltre pongasi la AK uguale alla DG e dal punto 
K s' innalzi la KH perpendicolare al piano per BAL 
( prop : 12 XI. ) ; e pongasi la RII uguale alla GF , 
e si unisca AH: Dico l’angolo solido A, che è con- 
tenuto dagli angoli BAL , BAH, HAL , essere uguale 
all’angolo solido D, contenuto dagli angoli EDC , 
EDF, FDC. ' ' i * 

Prendansi linee rette uguali AB; DE, e si Dili- 
scano HB, KB, FE, GEI, Perchè dunque la FG è 
perpendicolare al sottoposto piano; ed a tutte le li- 
nee rette , che la toccano ; e sono nel sottoposto pia- 
no ( def. 3 XI. ) sarà perpendicolare. Onde l’uno, 
e l'altro angolo FGD , FGE è retto: e per la me- 
desima ragione l’uno, e l'altro HKA , IIKB è retto. 
E perchè le due KA, AB sono uguali, alle due GD, 
DE , 1' una all’ altra , e contengono angoli uguali, 
sarà la base BK uguale alla base EG : è poi KII 
'uguale a GF e contengono àngoli retti. E dunque 
anche HB uguale ad FE ( prop. 4 I- )• Similmente 
perchè le due AK, KH sono ugnali alle due DG , 
•GF, e contengono angoli retti, sarà la base AH ti- 
gnale alla base DF ; ed è la AB uguale alla ED. 
Adunque le due IIA, AB sono uguali alle due FD, 
DE , e la base HB è" uguale alla base EF. Onde 
l’angolo BAH sarà uguale all'angolo EDF ( prop. 
8 I. ). Per la medesima ragione l’angolo HAL è 
uguale all’angolo FDC: perciocché se prendiamole 

j , 
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AI,, DC uguali f ed uniamo le KL, HL, GC, FC, 
essendo tutto BAL uguale a tutto EDC , de quali 
BAK si pone uguale ad EDG ; sara, il rimanente 
KAL ugnale al rimanente GDC. E perchè le due 
KA, AL sono uguali alle due GD, DC, e conten- 
gono angoli ugliali ; sarà la baseKL uguale alla base 
CG ( prop. 4L)-, è poi la KH uguale alla GF : 
adunque le due LK , KH sono uguali alle due CG, 
GF-, e contengono angoli retti: dunque la base 11L 
è uguale alla base FC. Inoltre .perché le dne IlA , 
AL sono uguali alle due FD, DC, e la base HL è 
uguale alla base FC,- sarà l’àngolo IIAL uguale al- 
l'angolo FDC (prop.8 I.)i ed è F angolo BAL ugua- 
le all’angolo EDC. 

Adunque nella data linea retta, e nel punto ec. 
C. B. F. 

Ai V>JL : *r.L) • J . rj* 

PIIOB. V. PROP. XXVIL 

. . . y» ‘‘ 

Balla linea retta data descrivere un solido pa- 
rallelepipedo simile-, e similmente posto ad un al- 
tro dato. 

Sia la linea retta AB ( Jtg- 28 ), il dato solido 
parallelepipedo CD. Bisogna dalla linea retta AB de- 
scrivere un solido parallelepipedo simile , e simil- 
mente posto al dato solido parallelepipedo CD. 

Constituiscasi nella linea retta AB-, e nel punto 
dato in essa A un’angolo uguale all’angolo solido 
C (prop.antec.), il quale jia contenuto dagli angoli 
B AH, II AK, KAB» cosicché l’angolo BAH sia uguale 
all' angolo ECF, l'angolo BAK all’angolo ECG, ed 
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anche l’ angolo KAII uguale all’ angolo GCF , e fàccia»! 
come EC, a CG, così BA ad AK; e come GC a 
CF, così RA ad AH ( prop. 12 VL ) : dunque per 
equalità come EC , a CF così sarà BA ad AH. Com- 
piscasi il parallelogrammo BR , e 1 solido AL. Per- 
chè dunque come EC è a CG, così BA, ad AR, e 
sono proporzionali i lati intorno agli angoli uguali 
ECG, BAR; sara il parallelogrammo RB simile al 
parallelogrammo GE ( def. 1 VI. ). Per la stessa 
ragione il parallelogrammo EH è simile al paralle- 
logrammo GF , e’1 parallelogrammo HB al paralle- 
logrammo FE. Sono dunque tre parallelogrammi del 
solido AL simili a tre parallelogrammi del solido 
CD. Ma i tre sono ugnali , e simili ai tre paralle- 
logrammi opposti ( prop. 24 A/. ) : dunque tutto il 
solido AL sarà simile a tutto il solido CD. 

Laonde dalla data linea retta AB si é descritto un 
solido parallelepipedo AL simile, e similmente posto 
al solido parallelepipedo CD. C. B. F. 

TEOR. XXHI. PRQP. XXVIU. 

Se un solido parallelepipedo sia segato da un 
piano , che passi per li diametri dei piani opposti $ 
sarà segato per metà. 

i • 

II solido parallelepipedo AB ( jlg. 29 ) sia se- 
gato dal piano CDEF per li diametri dei piani op- 
posti, cioè CF DE. Dico il solido AB essere segato 
per metà dal piano CDEF. 

Perchè il triangolo CGF è uguale al triangolo 
CBF , e J l triangolo ADE al triangolo DEH , e l 
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parallelogrammo CA uguale al parallelogrammo BE , 
che gli è opposto, e '1 parallelogrammo GE uguale al 
parallelogrammo CH, saia il prisma contenuto da 
due triangoli CGF, ADE, e da tre parallelogram- 
mi GE , AC , CE uguale al prisma che è conte- 
nuto da due triangoli CFB , DUE , e da tre parallelo- 
grammi CH , BE , CE j perocché sono contenuti da 
piani, e di numero , e di grandezza uguali. 

Adunque tutto il solido AB è segato per mezzo 
dal piano CDEF. G B. D. 

TEOR. XXIV. PROP. XXIX. 

I solidi parallelepipedi , che hanno la medesima 
lase, e la medesima altezza, dei quali i lati eie-' 
vati siano nelle ^stesse linee rette, sono fra loro 
uguali. 

Siano nella medesima base AB ( Jtg. 3o ) i so- 
lidi parallelepipedi CM, CN, e della medesima al- 
tezza, de’ quali i lati elevati AF, AG , LM , LN, CD, 
CE, BII , BK siano nelle stesse linee rette FN, DK. 
Dico il solido CM essere, uguale al solido CN. 

Perciocché essendo amendue CH, CK parallelo- 
grammi, sarà la CB uguale all’ una , e 1’ altra 
delle DII, EK ( prop.34- I- ): onde anche la DH è 
uguale alla EK; tolgasi la comune EH, la rima- 
nente dunque DE è uguale alla rimanente HK , e 
perciò anche il triangolo DEC è ugnale al triangolo 
HKB, e 1 parallelogrammo DG è uguale al paraHelo- 
grammo UN ; c per la medesima ragione il trian- 
golo AFG è uguale al triangolo LMN; ed ò il pa- 

♦ 
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rallelogrammo CF uguale al parallelogrammo BM, e'1 
parallelogrammo CG al parallelogrammo I3N ( prop. 

XI. ), essendo opposti. Adunque anche il prisma 
contenuto da due triangoli AFG, DEC, e da tre paralle- 
logrammi AD, DG, GC è uguale al prisma contenuto 
da due triangoli LMN, HBK,cda tre parallelogram- 
mi BM, NH, BN : pongasi il solido - comune , la cui 
base è il parallelogrammo AB , ed opposto ad esso 
GEHM : tutto, dunque il solido parallelepipedo CM 
è uguale a tutto il solido parallelepipedo CN. 

Laonde i solidi parallelepipedi, che hanno la me- 
desima base ec. C. B. D. 

r 

TEOR. XXV. PROP. XXX. 

> s . < .. * " 

I solidi parallelepipedi , che hanno la medesima 
iase , e la medesima altezza , de’ quali i lati ele- 
vati non siano nelle stesse linee rette, sono fra 
loro uguali. 

. * ‘ * .. .1 

*•••** 4 • . 

Siano nella medesima base AB ( Jlg. 3i ) i soli- 
di parallelepipedi CM , CN, e della medesima al- 
tezza, de’ quali i lati elevati AF., AG, LM , LN,. 
CD , CE, BH, BK non stiano nelle stesse linee rette. 

« Dico il solido CM essere uguale al solido CN. 

tSi prolunghino NK, DII, GB) , I?M, e concorra- 
no fra' loro nei punti R, X, e' si prolunghino an- 
che FM, GE ai punti O, P, e 1 si uniscano AX , 
LO, CP, BR. Il solido CM, la. Cui base è il pa- 
rallelogrammo ACBL , ed opposto ad esso FDI1M 
é uguale al solido CO , la cui base é il parallelo- 
grammo ACBL , ed opposto ad esso XPRO, per- 
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cioccliè sono nella medesima base ACBL , ed i 
loro lati elevati AF’, AX, LM, LO, CD, CP, BII, 
I5R sono nelle medesime linee' rette FO , DII : ma 
il solido CO , la cui base è il parallelogrammo ACBL, 
ed opposto ad esso XPRO è uguale al solido CN , 
la cui base è il parallelogrammo ACBL , e T op- 
posto ad esso GEKN, essendo nella medesima ba- 
se ACBL, ed i lati elevati loro AG, AX, CE , 
CP , LN , LO , BK , B R sono nelle medesime li- 
nce rette GP , NR : onde 1- anche il solido CM sarà 
ugnale al solido CN. 

Adunque i solidi parallelepipedi, che hanno la 
medesima base , © la medesima altezza ec. C; B. D. 

t - * » • * • * ‘ ^ 

• TEOR. XXVI. PROP. XXXI. 

I solidi parallelepìpedi , che hanno le uguali 
lasi , e la medesima altezza sono fra loro uguali. 

% ■ ' ' , ■ 

Siano nelle uguali basi AB, CD ( jìg. 3a )i so* 
lidi parallelepipedi AE , CF , e della medesima al- 
tezza. Dico il solido AE essere uguale al solido CF. 

Siano prima i loro lati elevati 1IK , BE , AG, LM, 
OP , DF , CZ , RS perpendicolari alle basi AB, CD, 
e l’ angolo. ALB sia disuguale all' angolo CRD , e si 
prolunghi la RT per diritto alla CR, e costituiscasi 
nella linea retta RT , e nel qunto R in essa T an- 
golo TRY uguale all’ angolo ALB ( prop. s3 I. ) , 
e pongasi la RT uguale alla AL, ed RY uguale nd 
LB, ed appunto Y si tiri XY parallela alla RT j 
e si compia la base RX, ed il solido NT. Perchè 
dunque le due TR , RY sono uguali alle due AL , 


1 
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LBj e contengono angoli ugnali, sarà (def.i FI. ) il 
parallelogrammo RX uguale, e simile al parallelo- 
grommo HL. E perché AL è anche uguale ad RT ; 
ed LM ad RS, e contengono angoli uguali, il pa- 
rallelogrammo ST sarà uguale a simile al parallelo- 
grammo AM. Per la medesima ragione il parallelo- 
grammo LE è uguale , e simile ad SY. Adunque tre 
parallelogrammi del solido AE sono uguali, e simili 
a tre parallelogrammi del solido SX: ma anche i 
tre opposti ai tre sono, ed uguali, e simili ( prop. 
s4 XI. ). Tutto dunque il solido parallelepipedo AE 
è uguale a tutto il solido parallelepipedo SX. Si 
prolunghino DR , XY , e convengono tra loro nel 
punto V , e per T si conduca TQ parallela alla DY, 
e si prolunghino le TQ , OD , e convengano in l ; 
e si compiano i solidi RI, SQ. Adunque il solido 
SQ, la cui base è il parallelogrammo IS , e 1 J op- 
posto ad esso VU è uguale al solido SX, la cui 
base è il parallelngrammo ST , e 1’ opposto ad esso 
NXj perciocché sono nella medesima base TS, e 
nella medesima altezza , ed i loro lati elevati RV , 
RY, TQ , TX, gU, gp ,.SN, Sj" sono nelle me- 
desime rette YX, gy. Ma il solido SX è uguale al 
solido AE : adunque ancora il solido gV è uguale al 
solido AE. Inoltre perchè il parallelogrammo RYXT 
è uguale al parallelogrammo TRVQ , poiché trovasi 
nella stessa base RT, e fra le medesime linee pa- 
rallele RT, VX; ma il parallelogrammo RYXT è 
uguale al parallelogrammo CD , essendo uguale an- 
che all' istesso AB ; ed il parallelogrammo VT è u- 
guale al parallelogrammo CD, ed è un altro paral- 
lelogrammo DT, sarà dunque come la base CD alla 
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Lise DT, cosi VT, a DT stessa: e perchè il solido 
parallelepipedo CI è segato dal piano DS parallelo 
ai piani opposti ; sarà ( prop. 25 XI. ) come la base 
CD alla base DT, così il solido CF al solido RI ; 
similmente perchè il parallelepipedo VI vien diviso 
dal piano ST parallelo ai piani opposti , sarà come 
la base VT alla base DT, cosi il solido QS al so- 
lido RI: ma come la base CD alla base DT, così 
la base VT, alla stessa TD : come dunque il solido 
CF al solido RI , così il solido SQ al solido RI. 
Ed avendo amendue i solidi CF, QS la stessa ra- 
gione al solido RI, il solido CF sarà uguale al so- 
lido QS: ed il solido QS si è dimostrato uguale al 
solido AE. Adunque il solido AE sarà anche uguale 
al solido CF ( prop. g V. ). 

Ma non siano i lati AG, IIK, BE , LM , CN , 
OP , DF , RS perpendicolari alle basi AB , CD. Dico 
anche il solido AE essere ugnale al solido CF. 

Si abbassino dai punti R, E, M, G, P, F, S, 
N al sottoposto piano le perpendicolari KZ , ET , 
GY, MU, PX , FV , NQ, SI, le qnali incontrino 
il piano nei punti Z, T, U$ Y, V, X, Q, I, e 
si uniscano TZ, UY , ZY , TU , XQ , VI , XV QL 
adunque il solido RU è uguale al solido PI; poi- 
ché sono nelle uguali basi RM , PS , e della mede- 
sima altezza , i cui lati elevati sono perpendicolari 
alle basi. Ma il solido RU è uguale al solido AE : 
e ’1 solido PI è uguale al solido CF , perciocché 
sono nella stessa base , e della stessa altezza , i cui 
lati elevati non sono nelle stesse linee rette ( prop. 
3o XI. ) : dunque anche il solido AE sarà uguale 
al solido CF. 
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Laonde i solidi perallelepipedi eh© sono nelle u- 
guali basi ec. C. B. D. 

TEOR. XXVI?. PROP. xxxni. 

' . . i 

I solidi parallelepipedi , che hanno la medesima 
altezza sono fra: loro come le lasi. 

. * . » . , 

Siano i solidi parallelepipedi AB , CD (Jig. 33 ), 
che abbiapo la raadesima altezza. Dico, essere fra loro 
come le basi , cioè come la base AE alla base CF , 
così il solido AB al solido CD. 

Adattisi alla linea retta FG il parallelogrammo 
FH uguale al parallelogrammo AE , e dalla base FH; 
e . della medesima altezza a CD , compiscasi il solido 
parallelepipedo GK : adunque il solido AB è uguale 
al solido GK ; perciocché sono nelle uguali basi AE, 
FH, e della medesima altezza- ( prop. antec. ). On- 
de perchè il solido parallelepipedo CK è segato dal 
piano DG parallelo agli opposti piani, sarà come la 
base HF alla base FG , così il solido DII al solido DC 
(prop. 24 XI) ; ed è la base FH uguale allabaseAE, 
e’1 solido GK uguale al solido AB.* adunqne come 
la base AE alla base CF, così il solido AB al so- 
lido cp. , . . 

Laonde i solidi parallelepipedi , che hanno la me- 
desima altezza ec. C. B. D. 

TEOR. XXVHI. PROP. XXXHL 

« , * y > *1 N * , * ' . v * * 

I solidi parallelepipedi simili sono fra loro in 
triplicata ragione dei lati omologhi 
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Siano i solidi parallelepipedi simili AB, CD (Àw. 
34 ) , e ’l lato AE sia omologo al lato CF. Dico il 
solido AB al solido CD avere triplicata ragione del 
lato AE all’ omologo CF. 

Si distendano EE , EL, EM per diritto alle AE, 
GE, HE: ed a-lla CF pongasi uguale ER , ed alla 
FN ugualei EL , e cosi alla FR uguale EM*, e com- 
piasi il parallelogrammo KL, ed il solido KO. Per-* 
ciré dunque le due RE, EL sono uguali alle dué 
CF, FN, e l’ angolo KEL è uguale all’ angolo CFN, 
essendo anche l’angolo AEG uguale a CFN per la 
similitudine de’ solidi All , CD : sarà anche il paral- 
lelogrammo KL simile al parallelogrammo CN , 
e per la stessa ragione il parallelogrammo RM 
è ugnale , e simile al parallelogrammo CR , ed 
anche il parallelogrammo OE hi • parallelogram- 
mo FD. Adunque tre parallelogrammi del solido 
KO tono uguali , e simili a tre parallelogram- 
mi del solido CD : ma i tre sono uguali , e simili 
ai tre opposti ( prop. 24 X/. ) : onde tntto il so- 
lido KO è uguale, e simile c tutto 'il solido CD: 
compiscasi il parallelogrammo GK , e dalle basi GK, 
KL parallelogrammo , e della medesima altezza, che 
AB, compiscami i solidi AX , LP. E perchè per la 
somiglianza dei solidi AB , CD , come AE a CF , 
cosi è EG ad FN , ed EH ad FR , éd FC è ugua- 
le ad EK, ed FN ad EL, ed FR, ad EM : sara 
conio AE, ad EK, così GE , ad EL, 'ed HE, adEM; 
ma come AE ad EK , così il parallelogrammo AG al 
parallelogrammo GK; come GE ad EL, così il pa- 
rallelogrammo GKalparallelograrhmoKL (propjVI.), 
e còme la HE alla EM, così il parallelogrammo PE, a 
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KM, come dunque il parallclogrammn AG al paralle- 
logrammo GK , cosi GK a KL , e PE a KM : ma come 
AG, e GK , così il solido AB al solido EX ( prop. 
antcc. ), e come GK , a KL , così il solido XE al so-, 
lido PL, e come PE a KJVI, così il solido PL al 
solido KO, come dufiquc il solido AB al solido EX, 
così EX a PL, e PL a KO.( prop. a Vi ). Ma se 
siano quattro grandezze continuamente proporzionali, 
la prima alla quarta ha triplicata ragione di quella, 
che ha alla seconda ( def. a V. ): dunque anche il 
solido AB , al solic^o KO ha triplicata ragione di 
quella , che ha AB , ed EX; ma come AB , ad EX, 
così è il parallelogrammo AG al parallelogrammo 
GK ( prop. antec. ) , e la linea retta AE , ad EK , 
onde il solido AB al solido KO avrà triplicata ra- 
gione di quella che ha la AE , alla EK : è poi il 
solido KO uguale al solido CD, e la linea retta EK 
è uguale alla retta CF. 

Adunque il solido AB al solido CD ha triplicata 
ragione di quella, che ha il lato omologo di essa 
AE al lato omologo CF. C. B. D. 

COROLLARIO. 

Da questo è chiaro , che se quattro linee rette sia- 
no proporzionali, come la prima alla quarta, cosi è il 
solido parallelepipedo , che si fa dalla prima al so- 
lido parallalepipedo fatto dalla seconda, simile , e si- 
milmente descritto, perciocché la prima alla quarta 
ha triplicata ragione di quella che ha alla seconda. 

Scol. Che se i parallelepiprdi AB, DC siano so- 
lamente equiangoli, in tal caso il parallelepipedo AB 
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Starà al parallelepipedo CD in ragion composta dei 
loro lati intorno agli angoli uguali. Cioè in ragione 
composta di AE a CF , di GE ad NF, e di HE 
ad RF. 

Imperocché, fetta la stessa costruzione, il parali»» 
lepipedo AB è al parallelepipedo KO, ovvero all'u- 
guale CD in ragion composta del parallelepipedo AB 
ad EX, di EX a PL , e di PL a KO / ma AB è 
ad EX come AG a GK ( prOp. 3s XI. ) , Ovvero AE 
ad EK ( jprop. i VI. )■, ed EX, a PL come BE ad 
I1L, ovvero come GE ad EL, e PL a KO , come 
IIL ad EO , ovvero come HE ad EM. Dunque 
il parallelepipedo AB è al parallelepipedo KO ulti- 
mo, ovvero all uguale DC in ragion composta di 
AE ad EK , di GE ad EL, di HE ad EM , cioè de* 
loro latis ma EK], EL, EM pareggiano CF , FN, 
FR. Dunque il parallelepipedo AB è ali’ altro CD e- 
quiangolo ad esso in ragion composta deTati intorno 
agli angoli ugnali, 

SeoL II Da ciò segue il modo onde misurare la 
solidità del parallelepipedo. Poiché prese ne’ tre lati 
dell’angolo solido A del parallelepipedo AB, che si 
supponga rettangolo, tre parti uguali, e uguali ad 
una certa unità assunta, come al palmo, al piede, ec. 
m virtù delio Scolio I il parallelepipedo AB è all* 
altro AQ, che è un cubo risultante da un palmo, o 
da un piede , ec, di lunghezza, di larghezza, e di 
profondità in ragion composta di AE ad i , di 
EG ad i , e di EH ad t , la quale ragione compo- 
sta nascendo dal multiplicare le ragioni semplici: sarà 
AB all’altro A Q, che è l'unità cubica, ugnale al 
prodotto delie AE, EG, EH, Yale a dire la solidità, in 
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unità cubiche si ha moltiplicando tra loro i tre lati di 
nn angolo solido del parallelepipedo^ supposti perpen- 
dicolari fra loro , ovvero moltiplicando lo 'spazio 
del parallelogrammo base del solido per l’altezza, in 
palmi, piedi, ec.E si avrà pure la solidità del prisma 
moltiplicando lo spazio del triangolo, o del poligono 
base del prisma per l’ altezza. 

' ■*' , 1 f ' > * . 

TEOR. XXIX. PROP. XXXIV. 

Dei sòlidi parallelepipedi uguali le basi sono re- 
ciprocamente proporzionali alle altezze , ed i so- 
lidi parallelepipedi , dei (piali le basi sono recipro- 
camente proporzionali alle altezze , sono uguali 
fra loro. 

Siano i solidi parallelepipedi ugnali AB, CD (fig.35). 
Dico le basi loro essere reciprocamente proporzionali 
alle altezze, cioè come la base Eli alla base NP, cosi 
èssere l'altezza del solido CD all 1 altezza del soli- 
do Afc 

1 Siano prima i Iati elevati AG, EF, LB,HK,CM, 
NX $ OD i PR perpendicolari alle basi loro. Dico co- 
me la base EH alla base NP, così essere CM ad 
AG. Se dunque la base EH sia ugnale alla base NP, 
ed è il solido AB uguale al solido CD,' sarà anche CM 
uguale ad, AG. Imperocché se essendo le basi EH, NP 
uguali^ non siano ugnali le altezze AG , CM j nè 
anche il solido AB sarà nguàle al solido CD, e si 
pone uguale : non è dunque 1’ altezza CM disuguale 
èli 1 altezza AG. Onde è necessario che sia ugnale s 
t perciò come la base EH alla base NP , cosi sarà 
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la CM alla AG. Dalle quali cose appaio de' solidi 
parallelepipedi AB, CI) le basi reciprocarsi colle altezze. 

Ora la base -EH non sia ugnale alla base NP . ma 
la EH sia maggiore: ed è il solido AB uguale al 
Solido CD: dunque la CM è maggiore della AG , 
altrimenti seguirebbe ancora essere ineguali i solidi 
AB, CD, che si pongono ugnali. Laonde pongasi CT 
uguale alla AG, c dalla base NP , c dall’altezza CT 
compiscasi il solido parallelepipedo CV. Perchè dun- 
que il solido AB è uguale al solido CD , ed è un 
altro solido ì C,. e le grandezze uguali serbano ad 
una stessa grandezza la medesima ragione ( prop. 
7 V- ) » sarà come il solido AB al solido CV , cosi 
il solido CD al solido CY:ma come il solido AB al 
solido CV, cosi i; la basa En alla base NP, per- 
ciocché i solidi AB, CV sono ugualmente alti (prop. 
32 XI. J} c come il solido CD al solido CV, cosi 
la base MP alla base PT ( prop. 2 5 XI. ),’ e la 
linea retta MC alla CT ( prop. 4 VI. ): come dun- 
que la base EH alla base NP, così la MC alla CT,* 
e la CT è uguale alla AG. Adunque come la base 
EH alla base NP , così la MC alla AG. Onde le 
basi dei solidi parallelepipedi AG, CD si reciproca- 
no colle altezze. Ma le basi dei solidi parallelepipe- 
di AB , CD siano reciproche alle altezze, e sia co- 
me la base EH alla base MP, così l’altezza del so- 
lido CD all’altezza del solido AB. Dico il solido AB 
essere uguale al solido CD. Siano pur anche i lati 
elevati perpendicolari alle basi, e la base EH sia 
uguale alla base NP; ed è come la base EH alla 
base NP, così l’altezza del solido CD all’altezza 
del solido AB, sarà l’altezza del solido CD ugual» 
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all’altezza del solido AB. Ma i solidi parallelepipe- 
di , die sono nelle uguali basi , e della medesima 
altezza sono uguali fra loro ( prop. 3i XI ): adun- 
que il solido AB è uguale al soUdo CD. Ma non 
sia la basa EH uguale alla base NP, e sia la EH 
maggiore: è dunque l’altezza del solido CD maggiore 
dell’ altezza del solido AB, cioè la CM è maggiore 
della AG: pongasi anco’ a la CT ugnale alla AG, e 
compiscasi similmente il solido CV. Onde perchè è 
come la base EH alla base NP , così la MC alla AG, 

e la AG è uguale alla CT. Sara come la base EH alla 

base NP, così MC a CT; ma come la base EH alla 
base NP, così il solido AB al solido CV , perciocché 
i solidi AB, CV sono ugualmente alti, e come la 
MC alla CT , così la base MP alla base PT, e’iso- 
/ lido CD al solido CV. Come dunque il solido AB, 
al solido CV , così .il solido CD al solido CV ; ed 
avendo amendue i solidi AB, CD la medesima ragione 
al solido CV , sarà il solido AB uguale al solido CD. 

Non siano i lati elevati FE, BL GA, Kit, XN, 
DO MC, IIP perpendicolari alle loro basi, e dai 
punti F, G, B, K,X,M,D, R ai piani delle basi 
EH, NP si tirino le perpendicolari, che tocchino i 
piani nei punti S,T, Y, V, Q, Z, I, U, e com- 
piscansi i solidi FV, QR. Dico ancora cosi essendo 
i solido AB , CD uguali , che le basi siano recipro- 
che alle altezze, cioè come la base E1I alla base NP, 
cosi stia l’altezza del solido CD all altezza del so- 
lido AB. N 

Perchè il solido AB è uguale al solido CD, ed al 

solido AB è uguale il solido BT , per essere nella 
medesima base FK, e della stessa altezza ; de’ quali i 



.Libro Uhdecimo 63 

lati elevati non sono nellé stesse linee rette, e '1 so- 
lido DC è uguale al solido DZ,che sono nella medesima 
base XR, e della medesima altezza, i lati elevati dei quali 
non sono nelle medesime linee rette, sarà anche il solido 
BT uguale al solido DZ (prop.3i XI.) ; ma degli u- 
guali solidi parallelepipedi, le altezze dei quali sono 
perpendicolari alle basi , le basi sono reciproche alle 
altezze. È dunque come la base FK alia base XR, 
cosi l’altezza del solido DZ all'altezza del solido 
BT : ed è la base FK eguale alla base EH, e la base 
XR alla base NP. Laonde come la base EH alla base 
NP, cesi è l'altezza del solido DZ all’altezza del so- 
lido BT ; perciocché sono le medesime le altezze dei 
solidi DZ, BT, e cosi anche dei solidi DC, BA. Come 
dunque la base EH alla base NP, cosi è l’altezza del 
solido DC all’altezza del solido AB. E però le basi 
dei solidi parallelepipedi AB, CD sono reciproche 
alle altezze. . 

Inoltre le basi dei solidi parallelepipedi AB , CD 
siano reciproche alle altezze , e sia come la base EH 
alla base NP, cosi l’altezza del solido CD all'altez- 
za del solido AB. Dico il solido AB essere ugnale al 
solido CD. 

Perchè , fatte le medesime cose , come la base 
En alla base NP, così l’altezza del solido CD all' al- 
tezza del solido AB, e la base EII è uguale alla base 
FK , ed NP ad XR , sarà come la base FK alla base 
XR , ' così l’altezza del solido CD all'altezza del so- 
lido AB, e sono le medesime altezze dei solidi AB, 
CD , e BT, DZ. Come dunque la base FK alla base 
XR, cosi è l’altezza del solido DZ all’altezza del 
solido BT. Onde le basi dei solidi parallelepipedi BT, 
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DZ sono reciproche alle altezze. E quei solidi paral- 
lelepipedi, dei quali le altezze sono perpendicolari alle 
loró basi, e le basi sono reciproche alle altezze, sono 
fra loro ugnali. Adunque il solido UT è uguale al 
solido DZi: ma il solido BT è aguale al solido BA, 
perchè sono nella medesima base FK, e della me- 
desima altezza , i lati elevati dei quali non sono nelle 
medesime linee rette » e '1 solido DZ è uguale al so 
lido DC, essendo nella stessa base XR ,e della me- 
desima altezza, e non nelle medesime lince rette. A- 
dpnquc il solido AB è ugnale al solido CD. 

Laonde le basi dei solidi parallelepipedi ec. C.B.D. 


TEOR- XXX. PROP. XXXV. 


Se due angoli piani siano uguali , e ne’ vertici 
loro siano costituite linee rette sullimi, che col- 
le linee rette poste da principio contengono angoli 
uguali, V uno alt altro : nelle sullimi poi siano 
presi guati si vogliano punii, e da quelli ai piani, 
nei quali sono i primi angoli , si tirino le per- 
pendicolari, e da punti fatti dalle perpendicolari 
nei piani ai primi angoli si congiungano linee rette , 
conterranno le dette linee colle sullimi uguali an- 
goli. 

Siano due angoli rettilinei uguali BAC, EDF (Jig- 
‘SS."), ss da'punti A, D constituiscansi sublimi rette li- 
nee AG, MD, che con le linee rette poste da prin- 
cipio contengano angoli uguali, l'uno all'altro , cioè 
l’angolo MDE ugnale all’angolo GAB , e l'angolo 
RIDE ugnale all’ angolo GAC. E si prendano nelle 
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AG, DM, quali si vogliano punti G, M, da' quali si 
tirino le GL, MN perpendicolari, ai piani per le BAC, 
EDF, che tocchino essi piani nei punti L N , • 
giungansi le LA., ND. Dico l'angolo GAL essere ugnar 
le airangolo MDN. . p ' 

Pongasi AH ugnale a DM, e per H tirisi HK pa- 
rallela alla GL, e la -GL é perpendicolare al piano 
per BAG. Adunque eziandio ,la HK sarà perpendico- 
lare al piano per BAC. ( prop 8 ) 

Si tirino da punti K, N alle linee rette AB , -AG, 
DEi DF le perpendicolari KG,' NF , KB, NK, e si 
uniscano HC, CB, MF , FE. Perchè dunque il qua- 
drato della HA è, uguale ai quadrati dello HK, KA 
( prop. I. ), ed al quadrato della KA sono uguali 
i quadrati delle KG, CA, sarà il quadrato della HA 
uguale ai quadrati delle I 1 K , KC, - CA; ed ài qua- 
drati delle li K, KC è uguale il quadrato della HC. 
Il quadrato adunque della HA sarà uguale ai qua- 
drati delle HC, CA, e però l’angolo HCA è, retto 
( prop. 48 I), e per la medesima ragione l'angolo 
DF 3 VI è retto: onde l'angolo ACH è uguale all an- 
golo DFM. ed è» .l' angolo HAC uguale all'angolo 
MDF. Sono dunque due triangoli MDF, HAC, elm 
hanno due angoli uguali a 'due- angoli , l’ uno aU 
altro, ed un lato uguale ad un lato, che sottende 
uno degli angoli uguali, cioè HA a DM. Onde avranno 
anche gli altri lati uguali agli altri lati, l' uno all 
altro (prop. 26. L ), e sarà la AC uguale alla DF. 
Similmente dimostreremo la AB essere uguale alla 
DE. Si coniungauo UB, ME. E poiché il quadrato 
della AH è uguale -ai quadrati delle AK, KH,ed al 
quadrato della AK sono uguali i quadrati delle AB, 
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BK; saranno i quadrati delle AB,BK, KH uguali al 
quadrato della AH : ma ai quadrati delle BK , KII 
è uguale il quadrato della BII; perciochè l' angolo 
HKB è retto, essendo la HK perpendicolare al sot- 
toposto piano. Il quadrato dunque- della AH è uguale 
ai quadrati delle AB, BII, e però l'angolo ABH è 
retto ( prop. 4$ I )• Similmente l’angolo DEM è 
anche retto ; è poi l’angolo BAH uguale all' angolo 
EDMjdie cosi si pone, ed è la AH uguale alla DM: adun- 
que-anche la AB è uguale alla DE. Onde perchè la AC è 
uguale alla DF, eia AB alla DE; saranno le due CA,AB 
ugnali alle due FD, DE. Ma l’angolo BAC è uguale 
all' angolo FDE, la base dunque BC è uguale alla 
base EF ( prop. 4 I ), el triangolo al triangolo, e 
gli altri angoli agli altri angoli: adunque 1' angolo 
ACB è uguale di’ angolo DFE, - ed è il retto ACK 
uguale al retto DFN. Onde anche il rimanente BCK 
è ugnale al rimanente EFN/ e per la medesima ra- 
gione 1* angolo CBR è uguale all’ angolo FEN. Il 
perchè sono due triangoli BCK, EFN, che hanno due 
angoli ugnali a due angoli, l'uno all'altro, ed un lato 
uguale ad un lato, che é fra gli angoli uguali, cioè 
BC ad FÉ. Adunque avranno gli altri lati uguali agli 
altri lati ( prop. I ): è dunque la CK uguale alla 
FN, è poi. AC uguale alla DF. Onde le due AC , 
CK sono uguali alla due DF, FN , e contengono 
angoli retti , la base dunque AK. è uguale alla base 
DN ( prop.4 I ). Ed èssendo la AH uguale alla DM; 
sarà anche il quadrato che si fa dalla AH uguale 
al quadrato della DM. Ma al quadrato della AII sono 
uguali i quadrati delle AK, KH ; peroiochè l’angolo 
ÀJU1 è retto, ed al quadrato della DM »owo uguali 
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i quadrati delle DN , NM , essendo 1* angolo DNM 
retto : adunque i quadrati delle AK , K1I sono u- 
gnali ai quadrati delle DN , NM, de 'quali il quadrato 
della AK è uguale al quadrato della DN: adunque il 
rimanente quadrato della KH è uguale al rimanente 
della JVIN, e perciò la linea retta HK è uguale alla 
MN: e perchè le dne HA, AK sono uguali alle due 
MD, DN, Duna all'altra, e la base HK si è dimo- 
strata uguale alla base NM, sarai’ angolo IIAK uguale 
all* angolo MDN. 

Laonde se siano due angoli piani ugnali ec.C.B.D. 
C O R O ILARI O, 

Da questo è chiaro , che se due angoli piani ret- 
tilinei siano uguali, e da essi siano costituite linee 
rette sublimi uguali, che con lipee rette poste da 
principio contengano uguali angoli, l'uno all’altro, le 
perpendicolari , che da ' esse si tirano ai piani nei 
quali sono i primi angoli, saranno ugnali. 

TEOR. XXXI. PROP. XXXVI. 

Se tre linee rette siano proporzionali , il solido 
paràllèlepìpedo fatto dalle tre linee sarà uguale 
a quello , che si fa dalla linea di mezzo, essendo 
equilatero , ed equiangolo alt altro. 

Siano tre linee rette proporzionali A, B, C, ( Jig. 3j. ), 
e sia come la A alla B, così la B alla C. Dico il 
solido , che si fa dalle A, B, C , essere uguale al 
solido, che si fa dalla B, equilatero, ed equiangolo 
all* altro. 


' i". 


* 



t i 
V 






Digitized by Googl 


68 


degli Elementi di Euclide 

Espongasi 1’ angolo solido E contenuto da tre an- 
goli piani DEG, GEF , FED, ed alla D pongasi 
uguale ciascuna delle DE, EG, EF,e compiscasi 
il solido parallelepipedo EK : pongasi la LM uguale 
alla A , e nella linea retta TIVI , e nel punto in essa 
L constituiscasi l'angolo c ritenuto dalli NLX, XLM 
MLN uguale all’angolo solido E, e pongasi alla 11 
■uguale la LX, ed alla C uguale la LN. Perchè dun- 
que come A a B, cosi B a C, ed A è uguale ad LM , e 
B a ciascuna delle LX,EF, EG, ED, e C adLN, 
sarà come LM ad EF , cosi DE ad LN , e d’ intorno 
agli uguali angoli MLN , DEF si reciprocano i lati. 
Adunque il parallelogrammo MN è uguale al paral- 
lelogrammo DF. E perchè due angoli piani rettilinei 
sono uguali DEF, NLM, ed in essi si costituiscono 
linee rette sublimi LX , EG uguali fra loro, e che 
con linee rette poste da principio contengono gli an- 
goli uguali, l’uno all’altro, saranno le perpendico- 
lari, che si tirano^dai punti G, X ai piani per le 
NLM, DEF uguali fra loro ( prop.antec. ). Adun- 
que i solidi LH , EK sono della medesima altezza : que* 
parallelepipedi, che sono nelle uguali basi, e della me- 
desima altezza sono fra loro uguali: il solido dunque 
11L è uguale al solido EK, ed è il solido I1L, ebe 
si fa dalle tre A,B,C , e’1 solido EK quello , che si 
fa dalla B. 

Laonde se tre linee rette siano proporzionali, il so- 
lido parallepipedo fatto dalle tre ec. C. B. D. 

TEOR. XXXII. PROP. XXXVII. 

Se quattro linee rette siano proporzionali - t i so - 
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lidi parallepipedi , che si fanno da esse simili, e si- 
milmente descritti, saranno ancora proporzionali, 
e se i solidi parallelepipedi, che si fatino da èsse 
simili, e similmente descfitti siano proporzionali, 
le linee rette ancora saranno proporzionali. 

Siano quattro linee rette proporzionali AB, CD, 
EF , GH ( jig.38. ), e sia come AB a CD, così EF, 
a GH , e descrivansi dalle AB, CD, EF, GH solidi 
parallelepipedi simili, e similmente posti KA , LC , 
ME , NG. Dico come KA ad LC, cosi essere ME ad 
NG. 

Imperochè essendo il solido parallelepipedo KA si- 
mile ad LC, avrà KA ad LC triplicata ragione di 
quella , che ha la AB alla CD ( prop.33 XI. ). Per 
la medesima ragione il .solido ME al solido NGavrà 
triplicata ragione di quella che ha la EF alla GH: 
ed è come AB a CD, cosi EF a GH. Come dunque AK 
ad LC, così ME ad NG. 

Ma sia il solido AK al solido LC , cosi i\ solido 
ME al solido NG. Dico come la linea retta AB alla 
retta CD, cosi essere la retta EF alla retta GII. 

Perciocché avendo AK ad CL triplicata ragione di 
quella, che ha la ÀB alla CD, ed ME ad NG tri- 
plicata ragione di quella che ha la EF alla GH , e 
come AK ad LC, così è ME, ad NG; sarà come 
AB a CD, così EF GH. 

Se dunque quattro linee rette siano proporzionali, 

ep. C. B. D. 
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TEOR. XXXRI. PROP. xxxvm. 


«Se un piano sia perpendicolare ad uni altro pia- 
no, e da qualche punto 4i quelli, che sono in un 
piano all' altro piano sia tirata la perpendicolare , 
cadrà quella nella comune sezione di detti piani . 

Sia fl piano CD, ( Jig. 3 <) ) al piano AB per- 
pendicolare , e la comune sezione loro sia AD , e nel 
piano CD prendasi qual punto si voglia E. Dico la 
perpendicolare , che dal punto E si tira al piano AB, 
cada nella AD. 

Non cosà, ma se può essere cada fuori , come la 
EF ; e tocchi il piano AB nel ponto F , e da F 
alla DA nel piano AB si tiri la FG perpendicolare, 
la quale sarà perpendicolare al piano CD, e si con- 
giunga- EG. Perchè dunque la FG è perpendicolare 
al piano CD, e la linea retta EG, che è nel medesimo 
piano CD la tocca, sarà P angolo FGE retto ( def. 
3 XI- ): ma anche la EF è perpendicolare al piano 
AB: onde l'angolo EFG è retto; e del triangolo EFG 
due angoli sono uguali a due retti, che è assurdo 
( prop. I. ). Non cadrà dunque fuori della linea 
retta DA la perpendicolare tirata dal punto E al 
piano AB, e però è necessario che cada in essa AD. 

Se dunque un piano sia perpendicolare ad un al- 
tro. ec, C. B. D. 

TEOR. XXX1Y. PROP. XXXIX. 

«Se in un solido parallelepipedo i lati de’ piani 
opposti siano segati per metà, e per le sezioni 4 i 
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tirino i piani, il comune segamento dei piani e ‘l 
diametro del solido parallelepipedo si segheranno 
per metà. 

Nel solido parallelepipedo AF ( Jig. 4°) * l at * dei 
piani opposti CP^ AH siano segati per mezzo ne’ punti 
Kj L, M, N, X, P, O, R, e per le sezioni si ti- 
rino i piani KN , XR , e la comune sezione de' plaid 
sia YS , e '1 diametro del solido parallelepipedo sia 
DG. Dico le YS, DG segarsi per metà, cioè la YT 
essere uguale alla TS, e la DT alla TG. 

Si congiuugano DY , YE , BS , SG. Perchè dun- 
que la DX è parallela alla OE , gli angoli alterni 
•DXY, YOÈ sono fra loro uguali ( prop. 29 I. ), e 
perchè la DX è uguale allo OE , e la XY alla YO , 
e contengono uguali angoli, saia la base DY uguale 
alla base YE ( prop. 4 I )> e ’l triangolo DXY ti- 
gnale al triangolo YOE, e gli altri angoli ugnali agli 
altri angoli. Adunque l’angolo XYD è uguale all'an- 
golo OYE, e però la DYE è linea retta (prop. 44 I- ), 
e per la medesima ragione ancora è retta la BSG, 
ed è la BS uguale alla SG. E perche la CA. è ugnale, 
e parallela alla DB, ed è uguale, e parallela alla ÈG, 
sarà ancora la DB alla EG uguale , e parallela 
(prop.y XI.), e le linee rette DE , BG le congiungono: 
è dunque la DE parallela alla BG ( prop. 33 I ) , 
e si sono presi in amendue quali si vogliano punti 
D, Y , G , S, e si sono congiunte le DG, YS j onde le 
DG, YS sono in un piano ( prop. 7 XI. ). Ed es- 
sendo la DE parallela alla BG, sarà l'angolo EDT 
uguale all’angolo BGT ; perciochè sono alterni, ed 
è l’ angolo DTY uguale all' angolo GTS ( prop . 4$ I) 


6a ftEGM Elementi di Euclide 

Adunque i due triangoli DTY , GTS hanno dué 
angoli uguali a due angoli , ed un lato ugnale ad 
un lato, che sottende uno degli angoli uguali, cioè 
DY a GS , che sono la metà delle DÉ, BG: avranno 
dunque gli altri angoli uguali agli altri angoli ( prop. 
26 I. ). Onde la DT è ugnale alla TG* e la YT alla TS. 

E perciò se in un solido parallelepipedo i lati dei 
piani opposti siano segati per metà. cc. G. B. D. 

- TEOR. XXXV. PROP. XL. - • 

Se siano due prismi ugualmenli alti, de" (juali 
uno abbia un parallelogrammo per base , e V altro 
un triangolo , e sia il parallelogrammo doppio del 
triangolo, tali prismi saranno fra loro uguali. 

Siano i prismi ugualmente alti ABCDEF, GHKLMN, 
( Jlg. 4* ì , ed uno abbia per base il parallelogrammo 
AF , e l' altro il triangolo GHK, e 1 parallelogrammo 
AF sia doppio del triangolo GHK. Dico il prisma 
ABCDEF essere uguale al prisma GHKLMN. 

Compiscansi i solidi AX, GO. E perchè il paral- 
lelogrammo AF è doppio del triangolo GIlR , ed an- 
che il paraUelogrammo IiK è doppio del triàngolo GHK., 
sarà il parallelogrammo AF ugnale al parallelogrammo 
HK- Ma isolidi parallelepipedi, che sono nelle uguali 
basi , e della medesima altezza , sono fra loro uguali 
( prop. 3 i XL J. Adunque il solido AX è uguale 
al solido GO , ed è ^ il prisma ABCDEF la metta del 
solido AX, e*l prisma GHKLMN la metta del solido 
GO: adunque il prisma ABCDEF è uguale al prisma 
GHKLMN. V . * 

, Onde se siano due prismi ugualmente, ec. C. B. D. 
FINE DEL LIBRO UN DECIMO. 
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sono fra loro come i quadrati de' diametri. 

• Siano i cerchi ABCDE, FGIIKL ( jìg. 42. ), ed 
in essi i poligoni simili ABCDE, FGIIKL, ed i dia- 
metri de’ cerchi siano BM , GN bilico come il qua- 
drato della BM al quadrato della GN, così essere 
il poligono ABCDE, al poligono FGIIKL. 

Si conginngano BE, AM, GL, FN, E perchè il 
poligono. ABCDE è simile al poligono FGIIKL , 
ancora l’angolo BAE è uguale all’angolo GFL, ed 
è come BA ad AE , così GF ad FL. Adunque sono due 
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TEOR. I. PROP. I. 


I poligoni simili, che si descrivono ne’ cerchi, 


r 
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triangoli llAE , GFL, che hanno un’ angolo ugnata 
ad un angolo, cioè l'angolo BAE all’angolo GFL, 
e d’intorno agli uguali angoli i lati proporzionali j onde 
il triangolo ABE è equiangolo al triangolo GFL, e però 
l'angolo AEB è uguale all'angolo FLG , ma l’angolo 
AEB è uguale all’ angolo AMB , perciochè ( prop . 
Si III.) sono nella medesima circonferenza , e l’angolo 
FLG è uguale all’angolo FNG : adunque anche l’an» 
golo AMB è uguale all’angolo FNG, ma l’angolo 
BAM retto è uguale al retto GFN. Onde il rima* 
nente è uguale al rimanente : è dunque il triangolo 
AMB equiangolo al triangolo FGN, e perciò come 
la BM alla GN, cosi è la BA alla GF: ma la ra- 
gione del quadrato di BM al quadralo di GN è la du* 
plicata di BA , a GF , e la duplicata di BA a GF è 
uguale alla ragione del poligono ABCDE al poligono 
FGHKL. Come dunque il quadrato della BM , al qua- 
dralo della GN , cosi il poligono ABCDE al poligo- 
no FGHKL. 

Onde i poligoni simili , che si descrivono nei cer- 
chi ec. G B. D. 

LEMMA. 


i; 

s. 

j.V 

à 


Esposte due grandezze ineguali, se dalla mag* 
giare si tolga più,' che la metta; e dal residuo si 
tolga anche un altra parte maggiore della metta ; 
e ciò si faccia sempre : rimarrà finalmente una certa 
grandezza , che' sarà minore della minore gran- 
dezza esposta. « 

Siano due grandezze ineguali AB, G ( Jig. 4$ )» 
delle quali la maggiore sia AB. Dico Se dalla AB sì 


Libro Duodecimo $5 

lolga una parte maggiore della metta, e da quello 
che rimane, di nuovo si tolga più della metti, e ciò 
sempre si faccia , rimarrà finalmente una certa gran- 
dezza, che sarà minore di C, ' 

Imperocché C moltiplicata diverrà alla fine maggiore 
della AB: si moltiplichi, é sia DE il moltiplice di 
C, e maggiore della AB} e si divida la DE nelle 
parti DF , FG,GE uguali alla C: e dalla AB si tolga 
la BH maggiore della metti; e dalla All si tolga di 
riuovo la HK maggiore della metti, e ciò sempre si 
faccia, finché le parti che sono in AD uguaglino in 
numerò le parti ohe sono nella DE: siano dunque le 
AK, RII, flB ugnali al numero delle parti DF, FG, 
GE. E perchè DE è maggiore , di AB, e si è tolta 
dalla DE la EG minore della metti} e dalla AB la 
DII maggiore della metti; sari la rimanente GD mag- 
giore della rimanente HA. Inoltre perchè GD è mag- 
giore di HA, e dalla GD si è tolti la metti GF, dalla 
IIA poi la IIR maggiore della inetti , ìa rimanente 
FD sari maggiore della rimanente AK; ed è la FD 
eguale a C: dunque G è maggiore di AK: e perciò' 
AK è minore di C. . , 

Laonde dalla grandezza AB è rimasta una grandezza 
AK minore della proposta C minore. C. B. D. 

>, *' * . . 3 ' * * . #è . 

teoh. n. phop. n. 

1 cerchi sono fra loro qome i quadrati de‘ dia- 
metri. - • «Vi . i . > 

Stano i cerchi ABGD, EFGH, ( Jlg~ 44 ), ed i 
diametri loro siano BD, FH. Dico come il quadrato 
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di BP al quadrato di FU , così essere il cerchio 

ABCD al cerchio EFGH. 

Iinperochè se non <5 così > sarà come il quadralo di 
BD al quadrato di FH, così il cerchio ABCD ad 
uno spazio o minore del cerchio EFGII , o maggiore. 
Sia prima al minore, cho sia S ;c nelcerchio EFGII 
descrivasi il quadrato EFGII, ondo il quadrato de- 
aerino nel cerchio ò maggioro della metta del cer- 
chio EFGII, perchè so tiriamo per i punti E, F, 
G, il lineo rette, che tocchino il cerchio* sarà il 
quadrato EFGH la mettà del quadrato descritto d'in- 
torno al cerchio,- ma il cerchio è mi noi e del quadralo 
descritto d intorno ad osso: adunque il quadrato EFGH 
è maggiore della mettà del oerchio EFGII. Seghimi 
per mettà le oirconfercuze EF , FG , GH , 11E ne' punti 
K, L, M, N, e si cougiungano EK, KF,FL, LG, 
GM, MII, UN, NE. Adunque ciasonno dei triangoli 
EKF , FLG, GMH, HNE è maggiore della mettà 
della porzione del cerchio nella quale egli consiste; 
perchè se tiriamo per li punti K, L, M, N linee 
rette , che tocchino il cerchio, e finiamo i paralle- 
logrammi, che sono nelle linee lette EF,FG, GR, 
HE, sarà ciascuno, dei triangoli EKF, FLG, GMH, 
HNE la metà del parallelogrammo nel quale è de- 
scritto , ma la porzione è minofe del parallelogram- 
mo. Adunque ciascuno dei triangoli EKF , FLG , 
GNU, HNE è maggiore della mettà della porzione 
del ceicbio, nella quale consiste: adunque segando 
1' altre circonferenze per metta ; e congiuogendo le 
linee rette, e ciò incendo sempre, lasccrcino alla li- 
ne alcune p’orzioni del cerchio', ciré saranno minori 
dell'eccesso, nel qnale il cerchio EFGII supera lo 
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spazio S. Perocché si è dimostrato nel Lemma pre- 
cedente, che proposte due grandezze disuguali , se dal- 
la maggiore si tolga più che la metti , e da quel- 
lo che rimane similmente si tolga più che la mot- 
ti , e questo si faccia sempre , rimarrà alla fine una 
certa grandezza , la quale sari minore d' ogni minor 
grandezza proposta. Laonde siano lasciate le por- 
zioni del cerchio EFGH, nelle linee rette EK , KF 
hL , LG, GM, MII , HN , NE, che siano minori 
dell'eccesso , nel quale il oortìhio EFGH sorpassa lo 
spazio S : dunque il rimanente poligono EKFLGMHN 
sarà maggiore dello spazio S. Descrivasi anco- 
ra nel cerchio ABCD il poligono AXBOCPDR 
simile al poligono EKFLGMHN. Adunque come il 
quadrato di BD al quadrato di FH , cosi è il po- 
ligono AXBOCPDR al poligono EKFLGMHN fprop. 
antec. ) : ma come il quadrato di BD al quadrato 
di FH, cosi è il cerchio ABCD allo spazio S. Adun- 
que come il cerchio ABCD allo spazio S, cosi an- 
che il poligono AXBOCPDR al poligono EKFLGMHN 
fprop. " V. ),'e permutando come il cerchio 
ABCD al poligono ; che è in esso , cosi lo spaizo S 
al poligono EKFLGMHN) ma il cerchio ABCD è 
maggiore del poligono che è in esso, onde ancora 
lo spazio S è maggiore del poligono EKFLGMHN : 
ma è minore , che è impossibile. Non è dunque co- 
me il qnadrato di BD al quadrato di FH, così U 
cerchio ABCD a qualche spazio minore del cerchio 
EFGII. Similmente dimostreremo non essere come il 
quadrato di FH al quadrato di BD, cosi il cer- 
chio EFGH a qualche spazio minore del cerchio 
ABCD. Dico dunque nè anche essere come il qua- 


t 
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tirato di BD al quadrato di FH, cosi il cerchio 

ABCD a qualche spazio maggiore del cerohio EFGH. 

Imperochc s'egli è possibile , sia ad uno spazio 
maggigiG T. Sarà dunque invertendo come il qua- 
drato di FII al quadrato di BD, cosi lo spazio T 
al cerchio ABCD ; ma come lo spazio T al cerchio 
ABCD, così il cerchio EFGII a qualche spazio mi- 
nore del cerchio ABCD, come apparisce dalla pro- 
porzione di T ài cerchio ABCD, così il cerchio 
EFGII al quarto spazio , il quale deve essere minore 
di ABCD, altrimenti se fosse ugnale, o maggiore , 
anche T sarebbe uguale, o minore di EFGH (prop. 
f4 V. ) , contro F ipotesi. .Adunque come il quadrato 
di FH al quadrato di BD, cosi il cerchio EFGH a 
qualche spazio minore del cerchio ABCD* il che 
si è dimostrato impossibile. Non è dunque come il 
quadrato di BD al quadrato di FH , così il cerchio 
ABCD ad uuo spazio maggiore del cerchio EFGII, 
e si è dimostralo essere nè anche al minore, Onde 
come il quadralo di BD al quadralo di FH così 
sarà il cerchio . ABCD al cerchio J^FGH. • v - 

Adunque i cerchi sono fra loro come i quadrati 
de’ diametri ec. C. B. D. 

Cor. I- Segue da' ciò. il metodo, onde di molti cer- 
chi farne un solo , che li pareggi , il che si ottiene 
riducendo ad un sol quadralo i quadrati di* tutti i 
diametri ( prop. 4/- I- ) , e descrivendo col lato di 
questo come diametro un cerchio, che sarà uguale a 
.tulli presi insieme. E così se si voglia duplicare , 
triplicare , ed in generale moltiplicare un cerchio. 

Cor.II. E volendo trovare un cerchio, che uguagli 
la differenza di due cerchi dati , basterà prendere la 
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di i ter ei)«a de’ quadrati de* loro diametri ( Latri. prop. 
20 . XI J , e con tal diametro , desorivere il eerohio. 

. . . i < 

TEOIL IO. PROP. HL 

Ogni piramide, che ha la base triangolare si 
divide in due piramidi uguali , e simili fra loro , 
che hanno le basi triangolari , e simili alla tutta, 
ed in due prismi uguali, che sono. maggiori della 
metta di tutta la piramide ^ 

Sia la piramide, la cui Base sia il triangolò ABC' 
U»g- 45 J, e'1 vertice il punto D. Dico la pirami- 
de ABCD dividersi in due piramidi ugnali, e simi- 
li fra loro, elle hanno le Basi triangolari, e simili 
alla tutta, ed in due prismi ugnali, ed i prismi es- 
sere maggiori della metta di tutta la piramide. 

Si seghino le AB, BC , CA , AD, DB, DC per 
metà ne’ punti E, F, G, H, K, L , e oongfungansi 
EH , EG , GII , 1IK , KE , Eli , EK, KF , FG. Per- 
chè dunque la AE è uguale alla EB; e Iti AH alla 
IiD, sarà la EH parallèla alla DB ( prop. a IV. )‘, 
e per la medesima ragione la ' HK è parallela alla 
AB. E dunque HEBK parallelogrammo [prop.34 L)' 
oodé la HK è ugnale alla EB ; ma la EB è ugual» 
alla AE : adunque anche la AE sarà uguale alla 
HK; ed è la AH uguale HD. Onde le due AE, AH 
sono ugnali alle due KH,. HD , l’ una all'altra, e 
l’angolo E AH uguale all’angolo KHD ( piop.og'I’. 
Adunque la base EH è uguale alla base KD ( prop i. 
4 L), e’1 triangolò AEH è uguale, e simile al tri- 
angolo I1KD : e per la medesima ragione il triangolo 
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AHG è uguale, c simile al triangolo 1ILD. E perchè 
le due lince rette che si toccano EH, HG sono pa- 
rallele a due lince rette che si toccano KD, DL, ma non 
nel medesimo piano, conterranno angoli uguali (prop. 

10 XI.): adunque 1' angolo EHG è uguale all’angolo 
KDL. Similmente perchè due lince rette EH , HG sono 
uguali alle due KD , DL , l' una , all’ altra , e l’ an- 
golo EHG è uguale all' angolo KDL ; sarà la base 
EG uguale alla base KL. E dunque uguale , e si- 
mile il triangolo EHG al triangolo KDL. Similmen- 
te il triangolo AEG è uguale , e simile al triangolo 
HKL. Onde la piramide, la cui base è il triangolo 
AEG, e’1 vertice il punto II ^-Uguale , e simile alla 
piramide , la cui base è il triangole HKL, e*l vertice 

11 punto D. E perchè ad uno de’ lati del triangolo 
ABD, cioè ad AB si ó tirata la HK parallela j sarà il 
triangolo ADB equiangolo al triangolo DIIK , ed hanno 
i lati propoi zionuli: è dunque il triangolo ADB simile al 
triangolo DIIK. E per la medesima ragione il trian- 
golo DBC simile al triangolo DKL, e'1 triangolo ADG 
al triangolo DHL. Ed essendo due lineerette BA, AC 
che si toccano parallele alle due KH , IIL giacenti in di- 
verso pitino , conterranno angoli uguali (prop.io X/.) : 
ondo l'angolo BAC è uguale all’angolo KHL, ed 
è come la BA alla AC, cosi la KII alla HL. A- 
dunque il triangolo ABC è simile al triangolo HKL, 
e però la piramide la cui base è il triangolo ABC,, 
e'1 vertice il punto D è simile alla piramide , 
la cui base è il triangolo HKL , e'1 vertice il punto 
D. Ma la piramide, la cui base è il triangolo HKL, 
e'1 vertice il punto D si è dimostrala simile alla pi- 
ramide , la cui base è il triangolo AEG , e '1 vertice 
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il pnuto II. Onde la piramide , la cui base è il tri- 
angolo ABC , e *1 vertice il punto D è simile alla 
piramide, la cui base è il triangolo AEG, ed il ver- 
tice il punto H. Adunque amendue le piràmidi 
AEGII, HRLD sono simili a tutta la piramide ABCD. 
E perchè la BF è uguale olla FC, sarà il paralle- 
logrammo EBFG doppio del triangolo GFC. E per- 
chè K due prismi sono ugualmente alti, l'uno dei 
quali ha per base il parallelogrammo, e l'altro il 
triangolo, ed è il parallelogrammo doppio del trian- 
golo , saranno detti prismi uguali Ira loro ( prop. 
4o XI. ). Adunque il prisma contenuto da due tri- 
angoli BKF, ed EHG, e da tre parallelogrammi 
EBFG, EBRH , KIIFG è uguale al prisma conte- 
nuta da due triangoli GFC j URL , e da tre paral- 
lelogrammi KFCL , LCGH, IIRl G, ed 6 manife- 
sto l'uno, e 1' altro prisma, e quello, la cui base 
è il paf allelogrammo EBGF , c la linea retta HR op- 
posta ad esso, e quello la cui base è il triangolo 
GFC , e '1 triangolo- KLli opposto ad esso essere 
maggiore dell’ una, e l'altra piramide, le cui basi 
sono i triangoli AEG , IIKL, e i vertici i punti II, D ; 
perciochè se congiungiamo le lineo- rette EF , ER , 
il prisma la cui base è il parallelogrammo EBFG , 
e la linea retta opposta ad esse IIK è maggiore della 
piramide, la cui base è il triangolo. EBF, e'1 vertice 
il punto R, ma la piramide, la cui base è il trian- 
golo EBF, e '1. vertice il’ punto K è nguale alla 
piramide la cui base é il triangolo AEG , e '1 verti- 
ce il punto H i per essere contenuto da uguali , e 
simili piani: onde il prisma, la cui base è il paral- 
lelogrammo EBFG, e la lùtea retta UR opposta ad 
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esso ò maggiore della piramide , la cui base è il 
triangolo AEG, e '1 vertice il punto li, ed il pris- 
ma, la cui base è il parallelogrammo EBFG, c la 
linea retta IIK opposta ad esso è uguale al prisma , 
la cui base è il triangolo GFC, ed opposto ad esso 
il triangolo I1KL ; e la piramide , la cui base è il tri- 
angolo AEG, e'1 vertice il punto II è uguale alla 
piramide, la cui base è il triangolo IIKL, e'1 ver- 
tice il punto D : adunque i due prismi , dei quali 
si è detto, sono maggiori delle due dette pirami- 
di , le basi delle quali sono i triangoli AEG, IIKL, 
ed i vertici i punti II, D. 

Laonde tutta la pirairtide, la cui base è il trian- 
golo ABC, e '’l vertice il punto D è divisa in duo 
piramidi uguali, e simili fra loro, e simili a tutta, 
ed in due prismi uguali, e sono i due prismi mag- 
giori della metta di tutta la piramide C. B. D. 

TEOR. IV. PROP. IV. 

Se siano due piramidi ugualmente alle, che al- 
leano le basi triangolari, e l una, e V altra di 
esse si divida in due piramidi uguali, e simili a 
tutta , ed in due prismi uguali , e delle piramidi 
fatte V una , e V altra si divida nel medesimo mo- 
do j e citi si faccia sempre, sarà come la base di 
una piramide alla base dell' altra, cosi ancora 
tuli’ i prismi, che sono in una piramide a tuli’ i 
prismi , che sono nell’altra, di numero eguali 

Siano due piramidi ugualmente alto , che abbia- 
no le basi triangolari ABC , LEF ( Jig , 46 ) > ed 
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i vertici siano i punti G,'1I, o 1 una, e 1 altra di 
esse dividasi in due piramidi tra loro uguali, e si- 
mili a tutta, cd in. due prismi uguali, e delle pi- 
ramidi latte l’ una, e l’ altra s’intenda divisa nel 
medesimo modo, c questo si faccia sempre. Dico co- 
me la base ABC alla base DEF, così essere- tutti 
i prismi, ebe sono nella piramide ABCG a tutt i pris- 
mi, che sono nella piramide DEFM di numero ugnali. 

Imperocché' essendo BX uguale a XC, ed AL ugua- 
le ad LC, - sarà la XL parallela alla AB, e ’l trian- 
golo ABC simile al triangolo LXC ( prop. s VI ), 
e per l’ islessa ragione il triangolo DEI^è simile al 
triangolo BOI’’. E. perchè la BC è doppia della CX, 
e la EF doppia della FQ , come BC a CX , cosi 
sarà EF ad FQ : e dalle BC , CX sono descritti 
rettilinei simili , e similmente posti ABC, LXC ; a 
dalle EF , FQ rettilinei .DEF, RQF simili, e si- 
milmente posti. E dunque come il triangolo BAC 
al triangolo LXC , così il triangolo DEF al trian- 
golo 11QF , e permutando come il triangolo ABC al 
triangolo DEF, così il triangolo LXC al triangolo 
RQF. Ma come il triangolo LXC al triangolo RQFj 
così il prisma, la cui base è il triangolo LXC, ed 
opposto ad esso OMN al prisma , la cui base è il 
triangolo 1\QF , ed opposto ad esso STY. Come dun- 
que il triangolo ABC al triangolo DEF, così il pris- 
ma, la cui base è il triangolo LXC, ed opposto ad 
esso OMN al piti sma , la cui base è il triangolo 
RQF, ed ad esso opposto STY. E perchè due 
prismi , che sono nella piramide ABCG sono fra 
loro uguali , e fra loro uguali anche i pirisnii , che 
sono nella piramide DEF11 ,• sarà come il pris- 
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ma , la cui base è il parallelogrammo KLXI5 , ed 
ad esso opposta la linea retta MO al prisma, la 
cui base è il triangolo LXC,. ed opposto ad essa 
OMN, cosi il prisma", la coi base è il parallelo- 
grammo EPItQ, ed ad esso opposta la la linea retta 
ST al prisma , la cui base è il triangolo RQF, ed 
opposto ad esso STY. Laonde componendo come i 
prismi RBXLMO , LXCMNO ar prisma LXCMNO? 
cosà i prismi PEQRST, RQFSTY al prisma RQFSTY, 
e permutando, come i prismi RBXLOM, LXCOMN, 
ai prismi PEQRST, RQFSTY, cosà il prisma LXCMNO 
al prisma RQFSTY, e come il prisma LXCMNO 
al prisma RQFSTY, così si è dimostrata la base 
LXC alla base" RQF , e la base ABC alla base 
DEF. Adunque oome il triangolo ABC ai triangola 
DEF , così i due prismi , che sono nella piramide 
ABCG ai due prismi , che sono nella piramide DEFIL 
Similmente ancora, se dividiamo le piramidi fatte 
nel medesimo modo, come le OMNG, STYII , sarà 
come Ih base OMN alla base STY, così i due pris- 
mi i che sono nella piramide OMNG , a' due prismi, 
che sono nella piramide STYH i ma come la base 
OMN alla base STY, cosi é la base ABC alla base 
DEF. Come dunque la base ABC alla base DEF così 
i. due prismi, che sono nella piramide ABCG , a'due 
prismi, che sono nella piramide DEFII, c li due 
prismi, ohe s*ono nella piramide OMNG, a' due pris- 
mi, che sono nella piramide STYH: e quattro, a 
quattro, lo stesso ancora si dimostrerà ne* prismi 
fatti per la divisione delle piramidi AKLO , c DPRS, 
e di tutti semplicemente di numero eguali. 

Laonde se siano due piramidi ec. C. B. D« 
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TEOR. V. PROP. V. 

Le piramidi che hanno la medesima altezza , c 
le basi triangolari , sono fra loro come le basi. 

Siano le piramidi della medesima altezza, le cui 
basi siano i triangoli ABC , DEF ( Jìg. ed i \ 

vertici i punti G, H. Dico come la base ABC alla 
base DEF, cosi essere la piramide ABCG alla pira- 
ine DEFH. 

r\ 

Imperocché se non è cosi , sarà come la base ABC 
alla base DEF , cosi la piramide ABCG o ad un 
solido minore della piramide DEFH , o ad un mag- 
giore. Sia prima ad un solido minore , che sia Z, e di- 
vidasi la piramide DEFH in due piramidi uguali fra 
loro , e simili a tutta , ed in due prismi uguali. So- 
no dunque i due prismi maggiori della mettà di tutta 
la piramide ( prop. 3 XII. ), e le piramidi fotte 
dalla divisione similmente si dividano, e questo fac- 
ciasi sempre, finché siano prese alcune piramidi dalla 
piramide DEFH, che siano minori dell'eccesso } nel 
quale la piramide DEFH supera il solido Z. Pren- 
dami dunque , e siano , per esempio , le piramidi 
DPRS, STYH: saranno i rimanenti prismi nella pi- 
ramide DEFH maggiori del solido Z. Dividasi anche 
la piramide ABCG in altrettante parti, come nella 
piramide DEFn , onde come la ABC alla base DEF, 
così i prismi, che sono nella piramide ABCG a' 
prismi , che sono nella piramide DEFH {prop. antec.)$ 
ma come la base ABC alla base DEF , così la pi- 
ramide ABCG al solido Z. Come dunque la pirami- 
de ABCG al solido Z , così i prismi, che soso della 
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piramide ABCG ai prismi nella piramide DEFII, e 
permutando, come la piramide ABCG ai prismi 
che sono in essa , così il solido Z ai prismi , che 
sono nella piramide DEFII : ma la piramide ABCG 
è maggiore dei prismi , che sono in essa. Adunque 
anche il solido Z è maggiore dei prismi , che sona 
/nella pisamide DEFII. Ma è minore, che è impos- 
sibile. Non è dunque come la base ABC albi base 
PEF, cosi la piramide ABCG a qualche solido mi- 
noro della piramide DEFII. 

Similmente dimostreremo non essere ancora come 
la base DEF alla base ABC , cosi la piramide DEFH 
a qualche solido minore della piramide ABCG. Dico 
dunque' non essere come la base ABC, alla base 
DEF , così la piramide ABCG a qualche solido mag- 
giore della piramide DEFII. 

Perocché sia ad un maggiore, se è possibile, cioè 
al solido I. Sarà invertendo, come la base DEF alla 
base ABC , così il solido I alla piramide ABCG ? 
ma come il solido I alla piramide ABCG, così la 
piramide DEFH a qualche solido minore della pira- 
mide ABCG, come si è poco fa dimostrato. Come 
dunque la base DEF alia base ABC, così la pira- 
mide DEFII a qualche solido minore della piramide 
ABCG, il che è assurdo. Onde non è come la base 
ABC alla base DEF, così la piramide ABCG a qual- 
che solido maggiore della piramide DEFH, e si è di- 
mostrato non essere al minore. Come dunque la base 
ABC alla buse DI^F, così è la piramide ABCG alla 
piramide DEFH. 

E perciò le piramidi, che hanno la medesima al- 
tezza ec. C. B. D. 
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Le -piramidi, che hanno la medesima altezza, 
e le basi poligone sono fra loro come le basi. 

Siano le piramidi, clie lianno la medesima altezza, 
c le basi poligone ABCI)E,FGJIKL i vertici 

i politi M, N , Dico come la base ABCDE alla base 
FGIIKL, cosi essere la piramide ABCDEM alla pi- 
ramide FGHKLN. 

Dividasi la base ABCDE in triangoli ABC, ACD, 
ADE , e la base FGIIKL dividasi in triangoli 
FGII, I'IIK, FKL, ed in ciascun triangolo inten- 
dansi le piramidi cosi qUe, come le piramidi da 
principio. Perché dunque è come il triangolo ABC 
al triangolo ACD, cosi la piramide ABCM alla pi- 
ramide ACDM , sarà componendo come il trapezio 
ABCD al triangolo ACD, così la piramide ABCDM, 
alla piramide ACDM, ma come il triangolo ACD al 
triangolo ADE, cosi la piramide ACDM alla pi- 
ramide ADEM. Adunque per .egualità come la base 
ABCD alla base ADE , cosi la piramide ABCDM ■ 
alla piramide ADEM, e similmente componendo, come 
la base ABCDE alla base ADE, cosi la piramide 
ABCDEM alla piramide ADEM, e per la medesima 
ragione come la base FGIIKL alla base FKL, cosi 
la piramide FGHKLN alla piramide FKLN. E per- 
chè sono due piramidi ADEM, FKLN, che hanno 
le basi triangolaci, ed hanno la medesima altezza, 
sarà come la base ADE alla base FKL, così la 
piramide ADEM alla piramide FKLN. Ed essendo 
come k base ABCDE alla base ADE , cosi la pira- 
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mule ABCDEM alla piramide AI)EM ; c come la 
base ADE alla base FKJL , cosi la piramide AD FAI 
alla piramide FKLN , sarà per egualità come la base 
ABCDE alla bdse FKL, così la piramide ABCDEM 
alla piramide FKLN ; ma come la base FKL alla 
base FGI1L, così era anche la piramide FKLN alla 
piramide FGHKLN.Onde di nuovo per egualità come 
la base ABCDE alla base FGIIKL, così ò la pira- 
mide ABCDEM alla piramide FGHKLN. 

Adunquè le piramidi, che hanno la medesima al- 
tezza ec. C. B. D. * • « • • 

' / 

TEOll. VII. PROP. VII. 

A . 

Ogni prisma, che ha la base triangolare si di- 
vide in tre piramidi uguali fra loro, che hanno 
le basi triangolari 

Sia il prisma, la cui base il triangolo ABC ( fig. 
4f), e ad esso opposto il triangolo DEF. Dico il prisma 
ABCDEF dividersi in tre piramidi uguali fra loro, 
che hanno le basi triangolari. 

Si congiungano BD , EC , CD. E perchè ABED 
è parallelogrammo, Al di cui diametro BD, sarà il 
triangolo ABD uguale al triangolo EBD ( prop. 34 
I ^.Adunque la piramide, la cui base è il triangolo 
ABD, e'1 vertice il punto C è uguale alla piramide la 
cui base è il triangolo EBD, e*! vertice il punto C 
( j>rop.5 XII)-, ma la piramide , la cui base è il trian- 
golo EBD, e'1 vertice il punto C è la medesima che 
la piramide, la cui base è il triangolo EBC, e '1 ver- 
tice il punto D: poiché sono contenute da' medesimi 
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piani. Adunque anche la piramide, hi cui base è il 
triangolo ABD,e'l vertice il punto C è uguale alla 
piramide , la cui base il triangolo EBC, o ’l vertice 
il punto D. Similmente perché FCBE è parallelo- 
grammo, il cui diametro CE, sarà il triangolo ECF 
uguale al triangolo CBE. Onde anche la piramide, la 
cui base il triangolo BEO, e’1 vertice il punto D, ò 
uguale alla piramide, la cui base è il triangolo ECF, 
e ’l vertice il punto D ,■ ma la piramide, la cui base 
è il triangolo BCE , e ’l vertice il ponto D si è di- 
mostrata nguale alla piramide, la cui base il trian- 
golo ABD , e ’l vertice il punto Cte perciò anche la 
piramide la cui base è il triangolo CEF, e ’l vertice 
il punto D è uguale alla piramide, la cui base è il 
triangolo ABD , e '1 vertice il punto C. Adunque il 
prisma ABCDEF divide si in tre piramidi uguali fra 
loro cbe hanno le basi triangolari. E perchè la pira- 
mide, la cui base è il triangolo ABD, e’1 vertice il 
ponto C è la medesima che la piramide , la cui base 
è il triangolo CAB, e ’l vertice il punto D, poiché 
sono contenute dai medesimi piani-, ma la piramide, 
la cui base è il triangolo ABD, e’1 vertice il punto 
C si è dimostrata la terza parto del prisma , la cui 
base è il triangolo ABC, ed opposto ad esso il trian- 
golo DEF, sarà la piramide la cui base -è il trian- 
golo ABC, c'1 vertice il punto Dia terza parte del 
prisma, elio ba la medesima base, cioè il triangolo 
ABC, ed opposto ad esso il triangolo DEF. 

Laonde ogui prisma triangolare ec. C. B. D, 
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COROLLARIO. 


Da questo è chiaro, che ogni piramide è la terza 
parte del prisma, che ha la medesima base, e la slessa 
altezza: perciochè quantunque la base del prisma ab- 
bia qualche altra figura rettilinea , e la medesima quel- 
la, che è opposta ad essa, si divide nondimeno in 
prismi che hanno le basi triangolari, c cosi qnellc 
che le sono opposte. 

Scol. Essendo la piramide la terza parte del pris- 
ma, si otterrà la solidità di essa in unità cubiche 
con moltiplicare la base di essa piramide per la terza 
parte dell’altezza. 

TEOll. Vili. PllOP. Vili. 

-Vi , t 

Le piramidi simili, che hanno le lasi triango- 
lari sono in triplicata ragione di quella, che hanno 
i lati omologhi fra loro. 

Siano le piramidi simili, e similmente poste, le 
cui basi siano i triangoli ABC, DEE (Jig.5o ), ed i 
vertici i punti G, li. Dico la piramide ABCD aUa 
piramide DE Eli avere ragione triplicata di quella, che 
ha la BC alla EE. 

Compiscami i solidi parallelepipedi BGML, EI1PO, 
E perchè la piramide ABCG è simile alla piramide 
DEFII, sarà l’angolo ABC uguale all'angolo DEE, 
e l'angolo GBC uguale all'angolo DEF, e l'angolo 
ABG all' angolo DEH : ed è come AB a DE , cosi 
BC ad EE" , c BG ad EH. Perchè dunque come 
AB DE, così BC ad EF, ed intorno agli uguali 
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angoli i lati sono proporzionali , sarà il parallelo- 
grammo BM simile al parallelogrammo EP ( def. 
1 VI ) ,e per la medesima ragione il parallelogrammo 
BN è simile al parallelogrammo ER , e '1 parallelo- 
grammo BK al parallelogrammo EX. Adunque i tre 
parallelogrammi BM, KB, BN sono simili ai tre EP, 
EX, ER; ina li tre MB, BK , BN ai tre opposti 
sono simili, ed uguali, ed i tre EP , EX, ER sono 
simili, ed uguali ai tre opposti. Onde i solidi BGML, 
EHPO sono contenuti da piani simili , e di numero 
uguali, e però il solido BGML è simile al solido 
EHPO ( def. g. XI. ). Ma i simili solidi parallele- 
pipedi sono in triplirata ragione de' lati omologhi. 
Adunque il solido BGML al solido EHPO ha tri- 
plicata ragione di quella che ha il lato omologo 
BC al lato omologo EF: ma come il solido BGML 
al solido EllPO, cosi la piramide ABCG alla pira- 
mide DEFH: perchè la piramide è la sesta parte del 
solido, essendo il prisma, che è la metà del solido 
parallelepipedo triplo della piramide. Onde anche la 
piramide ABCG alla piramide DEFH avrà tripli- 
cata ragione di quella che ha la BC all» EF. 

Per la qual cosa le piramidi simili ec. C. B. D. 

COROLLARIO. 

*7 i' ’*• t t .* -v • Hk.i- 

Da questo appare le simili piramidi che hanno le 
basi poligone essere fra loro in ragione triplicata di 
quella, che hanno i loro lati omologhi: perciocché 
divise dette piramidi in altre piramidi che hanno le 
basi triangolari, perchè 1 poligoni simili, che sono 
nelle basi si dividono in triangoli simili , ed uguali 

s e 
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di numero, ed omologhi a tutti, sarà come una pira- 
mide triangolare contenuta in una delle piramidi, che 
ha la base poligona ad un'altra piramide simil- 
mente triangolare contenuta nell' altra piramide, <h« 
ha la base poligona , cosi tutte le pirami di triango- 
lari contenute in una di quelle, che hanno le basi po- 
ligone a tutte le piramidi triangolari contenute nel- 
l'altra piramide, che ha la base similmente poligona. 
Ma la piramide che ha la base triangolare è alla 
piramide che ha la base triangolare in ragonc tri- 
plicata di quella , che hanno i lati omologhi fra loro. 
La piramide dunque, che ha la base poligona alla 
piruinide che ha similmente base poi igona avrà ra- 
gione triplicata di quella che ha il lato omologo 
al lato omologo. 

■ m in A inai ^ 

TEOR. IX. PROP. IX. •***;*• 

l-v i. ■ - •• • " * - • ■' 

Delle piramidi uguali , che hanno le basi tri- 
angolari, le basi sono reciprocamente proporzio- 
nali all altezze , e quelle piramidi , che hanno le 
basi triangolari , delle quali le basi siano reci- 
proche all'altezza , sono uguali fra loro. 

> I 

Siano le piramidi uguali, che abbiano le basi trian- 
golari ABC, DEF (fìg.5i ), i vertici i punti G, H. 
Diqo le basi delle piramidi AfiCC, DEFU essere "fici- 
prqca mente proporzionali alle altezze, e come la base 
ABC alla bue- DEF, cosi essere l’altezza della -pù 
rancide DEFIi .all’ altezza della piramide ABGG. " 

Compiscami i solidi, parallelepipedi BGML, E1IPO. 
E pecche la ì piramide ABC(j» è uguale alla piramide 
*# 


Libro Duodecimo 83 

DEFH , ed il solido BGML è sestuplo della piramide 
ABCG, ed il solido EU PO è sestuplo della piramide 
DEFH ( caroli, prop. y. AI. J, sarà il solido BGML 
uguale al solido EHPO ( prop.iH V. J, e le basi 
dei solidi parallellepipedi uguali sono reciproche alle 
altezze ( prop.34- AI. ): come dunque la base BM 
alla base EP j cosi è 1' altezza del solido EHPO all'al- 
tezza del solido BGML; ina come la base BM alla base 
EP, cosi il triangolo ABC al triangolo DEF : adun- 
que come il triangolo ABC al triangolo DEF , così 
l'altezza del solido EHPO" all' altezza del solido 
BGML ( prop. i5 V.J t ma l'altezza del solido EHPO 
è la medesima, che l'altezza della piramide DEFH; 
e 1 altezza del solido BGML è la medesima , che T 
altezza della piramide ABCG. E' dunque come la 
base ABC alla base DEF , cosi l' altezza della pira- 
mide DEFH all'altezza della piramide ABCG. On- 
de le basi delle piramidi ABCG, DEFH sono reci- 
proche alle altezze. Ma le basi delle piramidi ABCG, 
DEFH siano reciproche alle altezze; e sia come le 
base ABC alla base DEF, cosi l’altezza della pi- 
ramide DEFH all’ altezza della piramide ABCG. 
Dico la piramide ABCG essere uguale alla piramide 
DEFH. 

Perciocché fatta la medesima costruzione, come la 
base ABC alla base DEF , cosi è l’ altezza della pi- 
ramide DÉFH all’altezza della piramide ABCG, e 
come la base ABC alla base DEF , cosi il par ali^ , 
logrammo BM al parallelogramo EP: onde come 
il parallelogrammo BM al parallelogrammo EP , cosi 
sarà 1’ altezza della piramide DEFG all’altezza della 
piramide ABCG ( prop. i5 V. ); ma 1' altezza della 
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piramide DEFII è la medesima , che V altezza del 
solido parallelepipedo EHPO ; e 1' altezza della pira- 
mide ABCG è la medesima, che l’altezza del soli- 
do parallelepipedo BGML: è dunque nome la base 
BM alla base F,P, così 1’ altezza del solido parallelepi- 
pedo EI1PO all’altezza del solido parallelepipedo 
BGML : e quei solidi parallelepipedi , le cui basi 
sono reciprocamente proporzionali alle altezze, sono 
uguali fra loro,* adunque il solido parallelepipedo 
BGML è ugnale al solido parallelepipedo EHPO , 
e la piramide ABGG è la sesta parte del solido 
BGML,- e del solido EHPO parimenti è la sesta 
parte la piramide DEFH : oude la piramide ABCG, 
è uguale alla piramide DEFH. 

E però delle piramidi uguali , che hanno le basi 
trangolari , le basi sono reciproche ec. C. B. D.. 

TEOR. X. PROP. X. -jfr r -r ; 

Ogni cono è la terza parte dèi cilindro che 
ha la medesima base, e l'Uguale altezza. 

Abbia il cono la medesima base che il cilindro, 
cioè il cerchio AUCD L/tff- 5a ), e l’altezza ugua- 
le. Dico il cono essere la terza parte del cilindro , 
cioè il cilindro esser ti i pio del cono. 

Imperocché se il cilindro non è triplo de 1 cono , 
O sarà maggiore del triplo , o minore. Sia prima 
maggiore del triplo; e descrivasi nel cerchio ABCD 
il quadrato ABCD. Adunque il quadralo ABCD è 
maggiore della metà del cerchio ABCD. E dal qua- 
drato ACCD innalzisi nu prisma coki alto, come il 
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cilindro, il quale prisma sarà maggiore della metà 
del cilindro: perchè se d’intorno al cerchio ABCD 
si descriva nn quadrato , sarà il quadrato inscritto 
la metà di quello , che é descritto d’intorno , e sono 
i solidi parallelepipedi dalle medesime basi eretti 
ugualmente alti, cioè essi prismi. Onde i prismi sono 
fra loro come le basi f corni, prop. y XJ. ) : il prisma 
dunque innalzato sul quadrato ABCD è la metà 
del prisma sul quadrato che si descrive d’intorno 
al cerchio ABCD: ed è il cilindro minore del prisma 
elevato sul quadrato che si descrive d' intorno al 
cerchio ABCD. Il prisma dunque eretto sul quadrato 
ABCD, cosi alto come il cilindro, è maggiore della 
metà del cilindro. Seghinsi le circonferenze AB, BC , 
CD , DA per metà ne’ punti E,F, G,I1, e si con- 
giungono AE, EB, BF, FC, CG, GD, DH, HA. 
Adunque ciascun triangolo AEB, BFC, CGD , DIIA 
è maggiore della metà della porzione del cerchio 
ABCD, nella quale consiste, come si è dimostrato 
di sopra. Ergansi sopra ciascon triangolo AEB , 
BFC, CGD, DHA i prismi alti come il cilindro. 
Onde anche ciascuno dei prismi innalzati è maggiore: 
della metà della porzione del cilindro, che è d'in- 
torno ad esso ; perchè se si tirino per i punti E, F , 
G, H le parallele alle AB, BC, CD, DA, e oom- 
piscansi in esse i parallelogrammi AB. BC , CD, 
DA dai quali si alzino i solidi parallelepipedi, 
cosi alti come il cilindro , saranno ■ 4 prismi t che 
sono ne’ triangoli AEB , BFC , CGD , DHA la 
metà di ciascuno dei solidi elevati, e sono le por- 
zioni del cilindro minori dei solidi parallelepipedi 
alzati : adunque ancora i prismi , che sono nei 
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triangoli AEB, BFC, CGD, DHA sono maggiori 
della metà delle porzioni del cilindro, che sono in 
esse. Laonde segando per metà le altre circonferenze, 
e congiungendo le linee rette, e sopra ciascun trian- 
golo innalzando prismi cosi alti, come il cilindro, e 
questo facendo sempre, alla fine lasceremo alcune 
porzioni del cilindro minori dell'eccesso , nel quale 
il cilindro supera il triplo del cono (LerruXII.): lascin- 
si, e siano AE, EB,BF, FC, CG , GD, DH, HA, 
Adunque il rimanente prisma , la cni base è il poli- 
gono AEBFCGDH , e l'altezza medesima del cilin- 
dro è maggiore del triplo del cono ; ma il prisma , 
la cni base è il poligono AEBFCGDH, e l'altezza 
medesima del cilindro ( coroL prop. p XIL ) , è 
triplo della piramide , la coi base è il poligono 
AEBFCGDH, e'1 vertice il medesimo punto che del 
cono : la piramide dunque , la cui base il poligono 
AEBFCGDH, e ’l vertice medesimo del cono, è maggiore 
del cono che ha per base il cerchio ABCD : ma è 
minore, essendo compreso da esso, il che è impossi- 
bile. Onde non sarà il cilindro maggiore, che il tri- 
plo del cono. Dico inoltre nè anche essere minore che 
il triplo del cono. Perciocché se è possibile sia il 
cilindro minore , che il triplo del cono : sarà inver- 
tendo il cono maggiore, che la terza parte del cilin- 
dro. Descrivasi nel cerchio ABCD il quadrato ABCD. 
Adunque il quadrato ABCD è maggiore della metà 
del cerchio ABCD., e sul quadrato ABCD si alzi una 
piramide, che abbia lo stesso vertice che il cono > 
la piramide dunque alzata sarà maggiore, che la 
metà del cono. Perocché, come abbiamo dimostrato, 
se d intorno al cerchio si descriva un quadrato , sarà 
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il quadralo ABCD la metà di quello, che è descritto 
d'intorno al cerchio, e se sui quadrati si alzino so* 
lidi parullepipedi così ulti, come il cono, quali si 
chiamano anche prismi, sarà quello, che si alza sul 
quadrato ABCD la metà di quello che è innalzato 
sul quadrato descritto d' intorno al cerchio : perchè 
sono fra loto come le basi. Onde anche le terze parti 
di esse. La piramide dunque, la cui base è il qua* 
dialo ABCD c la metà di ({nella piramide , che si 
alza sul quadrato descritto d’intorno al cerchio: ma 
/ la piramide alzata sul quadrato descritto d' intorno 
al cerchio, è maggiore del cono, perche lo comprende. 
Adunque la piramide, la cni base è il quadrato ABCD, 
e '1 medesimo ve A.ice che del cono è maggiore della 
metà del cono. Seghinsi le circonferenze AB, BC , 
CD, DA per metà nei punti E, F, G, H; e ginn 
pausi AE, EB, BF, FC, CG, GD, DII, HA, Adun- 
que ciascuno dei triangoli AEB, BFC, CGD, DHA 
è maggiore della metà della porzione del cerchio 
ABCD, nella quale consiste : si elevino su ciascun 
.triangolo AEB, BFC, CGD DHA le piramidi, che 
abbiano i medesimi vertici, che il cono. Ciascuna 
dunque delle piramidi alzate al medesimo modo è 
maggiore della metà della porzione del cono, che 
è d intorno ad essa ; laonde segando per mezzo le 
altre circonferenze , e giungendo le linee rette, © 
su ciascub triangolo alzando la piramide , che abbia 
il medesimo vertice che il cono, e questo facendo 
sempre, lasceremo alla fine alcune porzioni del cono, 
.che siti anno maggiori dell’ eccesso, nel quale il cono 
supera la terza parte del cilindro: lascinsi, e siano 
quello, clic souo nelle AE, Eli, BF, FC, CG, GD^ 
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DII, HA. Adunque la rimanente piramide, la cui 
base è il poligono AEOFCGH, e 1 vertice stesso, 
che del cono è maggiore della terza parte del ci- 
lindro : ma la piramide , la cui base è il poligono 
AEBFCDH, e '1 vertice medesimo, che del cono, 
è la tersa parte del prisma, la cui base è ih poligono 
AEBFCDII, e la medesima altezza, che del cilin- 
dro. Onde il prisma , la cui base è il 'poligono AE- 
BFCGH , e la medesima altezza del cilindro , è 
maggiore del cilindro , la cui base è il cerchio 
ABCD, ma é minore, perciocché da esso è com- 
preso, che non è possibile. Non è dunque il ci- 
lindro minore, che il triplo del cono, e si è dimo- 
strato non esseie maggiore, che il triplo: onde è 
necessario che il cilindro sia triplo del cono, e -però 
il qono è- la terza parte del cilindro. 

Ogni cono dunque è la terza parte del cilindro, 
che ha ec. C. B. D. ■> •• 

. Scolio. Questo stesso dimostrasi pe'coni, e cilin- 
' dri scaleni. Dal che segue, che ogni cono o retto, 
o scaleno sia la terza parte del cilindro, o retto, 

0 scaleno, che abbia la medesima base, e l’uguale 

Allessa. " 

•jj* _^id 1,1^ i mtn ii^feh U 

TE OR. XI. PROP. XL 

.j . . MBS -laHitks 

1 coni, ed ì cilindri, che hanno la medesima aU 
texza, sono fra loro come le basi. 

Siano i coni , ed i cilindri della medesima altezza, 
che abbiano per basi i cerchi ABCD , EFGI1, {Jig. 

53 J, e gli assi KL , MN , ed i diametri delle basi 
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AC, EG. Dico come il cerchio ABCD al cerchio 
EFGII, cosi essere il couo AL al cono EN. 

Se non è cosi, sarà come il cerchio ABCD al cerchio 
EFGII, cosi il cono AL a qualche solido minore del 
conoEN, o maggiore: sia prima al minore, che sia X, 
e di quanto è minore il solido X del con EN, tanto 
sia >1 solido I. Dunque il cono EN è uguale ai do- 
. lidi X, I. Descrivasi nel cerchio EFGH il quadrato' 
EFGII. Laonde il quadrato è maggiore delle meta 
del cerchio. Alzisi sul 'quadrato i^FGII una piramide 
cosi alta , come il cono ; la piramide dunque ulzata 
è maggiore della metà ilei (cono y perchè se dèscril 
viamo un quadrato d'intorno al cerchio, è da esSO' 
ergiamo ima piramide alta come il cono, sarà la pi- 
ramide descritta di dentisi la metà della ' piramide 
descritta d’intorno.; imperocché sono tra loro come 
le bàsii il ■còlio 1 circoscritto poi è minore della pira* 
mi de. Adunque laipiramide, la 'chi base è il qua- 
drato 'EPCII ,>•'! vertice bièdesiino , che del cono { 
è «maggiore della metà del cono. Seghinsi' le circon- 
ferenze EF., »G , GII , IIE per mezzo ne' punti O, 
P, R, S, e giungami OE , EP, FF, FR, RG, G$, 
SII: ciascun triàngolo dunque IIOE, EPF , FRG, 
GS1I è niaggiore della metà della porzione del 
cerchio nella quale consiste: da ciascun triangolo dun* 
qne IIOE, EPF, FRG,GSII s'innalzi nna piramide alta 
coinè il -cono. Adunque ciascuna delle piramidi erette 
è maggiore delia metà della porzione del cono, 
che è in essa: laonde segando le altre circonferenze 
per metà, e giungendo le linee rette , ed alzando de 
ciascun triangolo piramidi alte, come il cono, e que- 
sto facendo tempre, lascereino alla fine alcune porzioni 
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del cono , che saranno minori del solido 1. Lasci n'si, 
e siano quelle, che in esse HO, OE EP, PF, FR, 
RG, GS, SII: adunque la rimanente piramide, la 
cui base è il poligono HOEPFRGS, e la medesima 
altezza , che del cono è maggiore del solido X. De- 
scrivasi nel cerchio ABGD il poligono DTAYBQCV 
simile, e similmente posto al poligono IIOEPtRGSI , 
q da esso alzasi una piramide alta, come il cono 4L 
Perchè dunque come il quadralo di AC al quadrato 
della EG, così il poligono DTAYRQCV al poligono 
HOEPFIIGS ( prop. 4 . XII ), e come il quadrato 
di AC al quadrato di EG, così il cerchio ABCD al 
cerchio, EFGIl ( prop. 2 XII. ), sarà come il cer- 
chio ABCD al cerchio EFGH , così il poligono 
DTAYBQCV al poligono HOEPFRGS, ma come il 
cerchio ABCD al cerchio EFGH, così il cono AL 
al solido X , e come il poligono DTAYBQCV al 
poligono HOEPFRGS,, così la piramide, la cui base 
è. il poligono DTAYBQCV, e 1 veltiee il plinto' L 
alla piramide. In cui base è il poligono. UGEPIRGSy 
e’1 vertice il puuto N. Come dunqìA il tono AL 
solido X, così la piramide la cui! base è il ]>olt 
gouo PTAYBQCVì, e'1 vortice il •puuto L alla 
pinamidn la cui base. è il poligono HOEPFRGS, e’I 
veotìoei'il pàolo N. Onde permutando, coinè il cono 
Al. alla piramidoni che è iu esso; coki il solido X 
«ila piramide, che e nel cono EN ; ma il cono AL 
£ maggiore della piramide che è in esso. Adunque 
il , solido X è maggiore della piramide, che è nel 
fbno EN: ma. è minore , che è impossibile. Non è 
dunque come il cerchio. Ali CD al cerchio EFGH: 
così il cuno Al. ad un solido minore del cono EN. 
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Similmente si dimostrerà nè anche come il cerchio 
EFGII al cerchio ABCD , così essere il cono EN a 
qualche solido minore del cono AL. Dico inoltre 
non essere come il cerchio ABCD al cerchio EFGH, 
così il cono AL a qualche solido maggiore del cono 
EN. Perciocché s' egli è possibile , sia ad un solido 
maggiore, che sia Z: invertendo dunque come il 
cerchio EFGII al cerchio ABCD, sarà il solido Z 
al cono AL: ma come il solido Z al cono AL, cosi 
il cono EN , a qualche solido minore del cono AL; 
come dunque il cerchio EFGH al cerchio ABCD , 
cosi il cono EN a qualche solido minore del cono 
AL , che si è dimostrato impossibile. Onde non k 
come il cerchio ABCD al cerchio EFGH, così il cono 
AL a qualche solido maggiore del cono ENi e si 6 
dimostrato non essere anche al minore. Adunque 
come il cerchio ABCD al cerchio Et GII, così è il 
cono AL al cono EN. Ma come il cono al con 
così è il cilindro al cilindro, perciochè l'uno è tri» 
pio dell'altro. Come dunque il cerchio ABCD al 
cerchio EFGH, così i cilindri, che sono in essi ugual- 
mente alti ai coni. .usto* - 

Adunque i coni, ed i cilindri, che hanno la mar 
desima a Ite /.za et. C. B. D. 

Scol. .Questo stesso si dim ostrerà nè coni, e cilin- 
dri scaleni. 

On tijfr i •» : » . tUUi 
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TEOR. XII. PROP. XII. 




J coni, ed i cilindri simili sono fra loro in tripli- 
cata ragione di quella, che hanno i diametri 
' delle basi. 

Siano i coni, ed i cilindri simili, le cni basi siano 
1 - cerchi ABCD , EFGH ( Jig. 5 4 )i ed i diametri 
delle basi BD, FU, e gli assi dei coni, o cilindri 
K.L , MN. Dico il cono, la cni base è il cerchio 
ABCD, e ‘1 vertice il punto L al cono, la cni base 
i il cerchio EFGII, e '1 vertice il punto N avere 
ragione triplicata di quella, che ha BD ad FH. 
‘•“Perchè se il cono ABCDL al cono EFGHN non 
ha •ragione triplicata di quella, che ha BD ad FH: 
Itvrà il eolio ABCDL a qualche solido minore del 
iiorio EFGÌIN ragione triplicata, ovvero a maggiore: 
Abbia prima ad un minore, che sia X; e descrivasi 
nel certdrio* EFGII il quadrato EFGII. Il quadrato' 
IduhqUe 'EFGH è maggiore della mela del cerchio 
IÈFGH ,'-e : si alei sul quadrati EFGH una piramide 
così allo, che il cono. Adunque la piramide alzata 
tf 1 ihag]grm 1 e i , bhè la metà del dóno. Sèghinsi le cir- 
conferenze EF , FG, GII , HE per metà ne punti 
©‘P, R,S, e giqngansi EO, OF, FP, PG, GR, 
RII, I1S, SE. Laonde ciascun triangolo EOF, EPG, 
GRU , USE è maggiore della metà della por- 
tone del cerchio EFGH, nella quale consiste: ed 
•laift sopra ciascun triangolo EOF, EPG, GRU, USE 
una piramide, che abbia il medesimo vertice, che il 
cono. Adunque ciascuna delle piramidi alzate è mag- 
giore della metà della porzione del cono , che è 
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d'intorno ad essa, e perciò segando le altre circon- 
ferenze per metà-, c congiungendo le 1 inee rette, e su 
ciascuno de’ triangoli innalzando le piramidi , che 
abbiano il medesimo vertice, che il cono, e questo fa- 
cendo sempre, si lasceranno alla line alcune porzioni 
del cono , che saranno minori dell’eccesso, nel quale 
il cono EFGI1N avanza il solido X. Lascinsi, e siano 
quelle, che sono nelle EO, OF, FP,PG, GII, RH, IIS , 
SE; onde la piramide rimanente, la cui base è il 
poligono EOFPGIIHS , c'1 vertice ed il punto N è 
maggiore del solido X. Descrivasi ancora nel cerchio 
ABCD il poligono ATBYCVDQ simile, e similmente 
posto al poligono EOFPGRHS, sul quale alzisi una 
piramide, che abbia lo stesso vertice che il cono, c 
de triangoli che contengono la piramide, la cui base 
è il poligono ATBYCVDQ , e '1 vertice il punto L , 
uno sia LBT , e dei triangoli, che contengono la 
piramide, la cui base è il poligono EOFGUIIS, e'1 
vertice il punto N, sia uno NFO, e ginngansi KT, 
MO. Perchè dunque il cono ABCD è simile al cono 
EFGG, sarà come BD ad FI1, così l'asse KL 
ali asse MN , ma come BD ad FH, così BK ad 
FM: adunque come BK ad FM, così KL ad MN;e 
pei mutando come BK a KL, così FM , ad MN , 
1’ una , e 1' altra è perpendicolare , e d’ intorno 
agli uguali angoli BKL, FMN sono i lati pro- 
porzionali. E dunque il triangolo BKL simile 
al triangolo FMN; e similmente perchè come BK a 
KT , cosi è FM ad MO, e d'intorno agli uguali 
angoli BKT , FMO sono i lati proporzionali, im- 
perocché qual parte é l'angolo BKT di quattro retti, 
che sono al centro K , la medesima parte di quattro 
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retti, che sono al centro M è l’angolo FMO, sarà il 
triangolo BKT simile al triangolo FMO. E poiché si è 
dimostrato come BK a KL , così FM ad MN , e BK è 
uguale a KT, ed FM ad MO , sarà come TK a KL, 
così OM ad MN, ed intorno agli uguali angoli TKL , 
OMN, essendo retti , sono i lati prò porzi ona li , il 
triangolo dunque LKT è simile al triangolo MNO, e 
per la similitudine dei triangoli BKL, FMN, essendo 
come LB a BK, così NF ad FM. E per la similitu- 
dine dei triangoli BKT, FMO,, come BK a BT,così 
MF ad FO: sarà per egualità come LB a BT , così 
NF ad FO: inoltre per la similitudine dei triangoli 
LTK , NOM , essendo come LT a TK, così NO ad 
OM, e per la similitudine de' triangoli LTK , NOM, 
essendo come LT a TK, così NO ad OM , e per 
la similitudine dei triangoli KBT , OMF, come KT 
a TB , così MO ad OF, sarà per egualità come 
LT a TB, così NO ad OF , e si è dimostrato 
come TB a BL , così OF ad FN. Onde per egua- 
lità , come TL ad LB , così ON ad NF. Dei trian- 
goli dunque LTB , ONF sono i lati proporzionali , 
e però i triangoli LTB , NOF sono equiangoli , * e 
simili fra loro, onde ancora la piramide, la cui base 
è il triangolo BKi’, e'1 vertice il punto L è simile 
alla piramide, la cui base è il triangolo FMO, c '1 
vertice il punto N, perciocché sono contenute da simili 
piani, ed uguali di numero: ma le piramidi simili , e 
che hanno le basi triangolari sono in triplicata ragione 
dei lati omologhi. Adunque la piramide BKTL alla pi- 
ramide FMN ha ragione triplicata di quella , che ha 
BK ad FM. Similmente dai punti A,Q,D,V,C,Y a K, e 
dai punti E, S, H, K, G, P ad M tirando linee rette. 
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e sù triangoli alzando le piramidi, che abbiano i 
tentici medesimi, thè il cono, dimostreremo ciascuna 
piramide del medesimo ordine a ciascuna dell’altro 
ordine avere ragione triplicata di quella, che ha il 
lato J3K omologo al lato omologo FM, cioè, che 
13D ad FH: ma siocome uno degli antecedenti ad 
imo dei conseguenti, cosi tutti gli antecedenti a tntti 
i conscguenti: è dunque come la piramide BKTL 
ulla piramide FMON , cosi tutta La piramide ATBY- 
CVDQ , e'1 vertice il L a tntta la piramide , la cui 
base è il poligono EOFPGR11S , e '1 vertice il 
punto N. Onde la piramide la cui base è il po- 
ligono ATBYCVDQ, e'1 vertice il punto L alia 
piramide la cui base è il poligono EOFPGRHS^ 
e '1 vertice il punto N ha ragione triplicata di quella, 
che ha BD ad FK , c si pone il cono, la cui base è 
il cc/'chio ABCD , e '1 vertice il punto L ai solido 
X avere ragione triplicata di quella, che ha BD ad 
FII. Coinè dunque il cono, Li cui base è il cerchio 
ABCD, e'1 vertice il punto L al solido X, così é 
la piramide la cui base è il poligono ATBYCVDQ, 
e ’1 vertice il punto L alla piramide, la cui base 
è il jioligouo EOFPGR1IS, e '1 vertice il punto N, 
e | e rimi laudo come il cono, la cui base è il cerchio 
ABCD, e'1 vertice il punto N alla piramide che è 
in esso, la cui base è il poligono ATBYCVDQ, 
e'1 vertice il punto L, cesi il solido X alla pira- 
mide la cui base è il poligono EOFPGRHS, e'1 
vertice il punto N: ina detto cono è maggiore della 
piramide, che è in esso, perciochè la comprende: 
dunque anehe il solido X è maggiore della pirami- 
de , la cui base è il poligouo EOFPGRIIS, e’iver- 
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tice il punto N, ma è minore, che è impossibile.il 
cono dunque, la cui base è il cerchio ABCD , e 1 
vertice il punto L a qualche solido minore del cono , 
la cui base è il cerchio EFGII , e 1 vertice il punto 
N, non ha ragione triplicata di quella che ha BD 
ad FH. Similmente dimostreremo nò anche il cono 
EFGHM a qualche solido minore del cono ABCDL 
avere triplicata ragioue di quella, che ha FH a BD. 
Laonde dico nè anche il cono ABCDL ad un solido 
maggiore del cono EFGHN avere ragione triplicata 
di quella , che ha BD ad FH. 

Perciocché s’ egli è possibile abbia a qualche solido 
maggiore , che sia Z , invertendo dunque il solido 
Z al cono ABCDL ha ragione triplicata di quella f 
che h* FH a BD; ma come il solido Z al cono 
ABCDL così il cono EFGHN a qualche solido mi- 
nore del cono ABCDL. Adunque ancora il cono EFGHN 
al solido minore del cono ABCDL avrà ragione tri- 
plicata di quella che ha FI1 a BD, il che si è dimo- 
strato impossibile : il cono dunque ABCDL ad un 
solido maggiore del cono EFGHN non ha triplicata 
ragione di quella che ha BD ad FILe si è dimo- 
strato nè anche al minore. Onde il cono ABCDL al 
cono EFGHN ha triplicata ragione di quella, che 
ha BD ad FH; ma come il cono al cono, così il ci- 
lindro, al cilindro ( prop. i5. V. ); perciochè il ci- 
lindro che consiste nella medesima base , che il 
cono, ed ugualmente alto è triplo del cono, essendo- 
si dimostrato ogni cono essere la terza parte del 
cilindro, che abbia la medesima base, e l'altezza uguale 
( \rop. in X '.IL Ji adunque il cilindro al cilindro avrà 
ragioue triplicata di quella , che ha BD ad FH. 

Laonde i coni, ed i cilindri simili ec. C B. D. 
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TEOR. Xffl. PROP. XIII. 


a; 


Se il cilindro sia segato da un piano parallelo ai 
piani opposti, sarà come il cilindro al cilindroj 
cosi V asse all’asse . 

Il cilindro AD ( Jìg. 55 . ) sia segato dal piano 
GH parallelo ai piani Opposti AB, CD, il quale se- 
ghi Passe EF nel pnnto K. Dico come il .cilindro 
BG al cilindro GD , così essere 1' asse EK all' asse 
KF. 

Prolunghisi l'asse EF dall' una, e l'altra parte 
ne' punti L, M; ed all'asse EK pongami ugnali quante 
si vogliano EN, NL$ ed all'asse FK quante uguali 
si vogliano FX, XM, e per li punti L, N, X, M 
tirinsi piani paralleli all i AB, CD, e nei piani per 
L, N, X, M d'intorno ai centri L, N, X, M in- 
tendansi i cerchi OP, RS, TY, VQ uguali alli AB, 
CD: ed intendami i cilindri PR, RB, DT,TQ. Per- 
chè dunque gli assi LN , NE, EK sono uguali fra 
loro, saranno i cilindri PR, RB, BG fra loro come 
le basi, e le basi sono uguali: adunque i cilindri 
PR, RB> BG sono uguali Ed essendo gli assi LN, 
NE, EK uguali fra loro, i cilindri PR, RB, BG 
anche uguali fra loro, e la moltitudine degli assi 
LN, NE , EK uguale alla moltitudine de' cilindri 
PR, RB, BG: quanto l’asse KL è moltiplice dell'asse 
EK, tanto anche il cilindro PG sarà moltiplice del 
cilindro GB. Similmente quanto l'asse MK è molti- 
plice dell'asse KF, tanto il cilindro QG è molti- 
plice del cilindro GD ; e se l' asse LK sia uguale 
all'asse KMj il cilindro PG sarà uguale al cilindro 
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GQ, e se l'asse KL sia maggiore dell’asse KM, 
anche il cilindro PG sarà maggiore del cilindro GQ, 
e se minore, minore. Essendo dnnque quattro gran- 
dezze, cioè gli assi EK, KF, ed 1 cilindri BG, GD, 
e si sono presi gli ugualmente moltiplici dell' asse 
EK , e del cilindro BG , cioè l’ asse KL , e '1 cilin- 
dro PG, e ‘dell’asse KF, e del cilindro GD gli 
ugualmente moltiplici, cioè l'asse KM, e '1 cilindro 
GQ, e Si è dimostrato se l’asse LK supera 1’ asse 
KM, il cilindro PG superare anche il cilindro GQ, 
e se uguale, uguale, e se minore, minore. É dun- 
que l’asse EK all'asse KF, come il cilindro BG al 
cilindro G*>. 

Laonde se il cilindro sia segato ec. C. B. D. 

Lo stesso dimostrasi ne’ cilindri scaleni. 

’ * , 

TEOR. XIV. PROP. XIV. 

J ceni, ed i cilindri che hanno le basi uguali sono 

fra loro come le altezze . _ 

* ~ . ) ‘ 

• 

Siano nelle uguali basi AB, CD (Jig..bf>. ) i 
cilindri EB, FD. Dico come il cilindro. EB al ci- 
lindro FD , così essere 1’ asse GII all’ asse KL. 

Prolunghisi l’asse KL al punto N, e pongasi la 
LN uguale all’asse GII, e d’intorno all’asse LN 
intendasi il cilindro CM. Perchè dunque i cilindri 
EB , CM hanno la medesima altezza , sono fra loro 
come le basi, e le basi sono ugnali: adunque ancora 
i cilindri EB, CM saranno ugnali fra loro. E perchè 
il -cilindro FM è segato dal piano CD parallelo agli 
opposti piani , sarà come il cilindro CM al cilindro 
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FD, così l'asso LN all’asse KL ( prop. l3. XII. J, 
e l cilindro CM è uguale al cilindro EB, a l’asse 
LN all’ asse GII. £ dunque coinè il cilindro EB al 
cilindro FD, così l’asse GH all’asse KL; e come il 
cilindro EB al cilindro FD, cosi il cono ABG al 
cono CDK, perciocché i cilindri sono tripli du’coni. 
Adnnqae altresi come l’asse GII all’asse KL, così 
il cono ABG al cono CDK , ed il ciliudro EB al 
cilindro FD. 

Laonde i coni , ed i cilindri , che hanno le basi 
uguali ec. G. B. D. 

Scolio. Quello che Euclide qui dimostra pe’ cilin- 
dri retti, ue’quali le altezze sono rappresentate dai 
loro assi, dimostrasi anche pe’ cilindri, e coni sca- 
leni , ed eccone la dimostrazione. 

Sianoi cilindri scaleni NM, GB^^g. 5 ^ ) le cui basi 
tignali siano LPM , GOH , i cui assi stano QP,EK, 
e le altezze QR, ÉS. Dico il cilindro NM essere al 
cilindro GB, come l’altezza QR all’ altezza ES. 

Si prolunghi l’asse EK e si compia il cilindro' 
GD dell’altezza del cilindro NM. Sarà GD uguale 
ad NM. Si abbassi dal punto £ 'la' perpendicolare 
EX sul piano CFD prolungato , e l’ incontri in L , 
e l’ altro GOH in *S. Sarà la ES altezza del cilindro 
AH, ed ML altezza del cilindro GD ovvero di NM. 
E perchè i piani GFD, GOH sono paralleli, sarà 
come FK a KE, così LS ad SE f prop. ly XI ). 
Ma F& è a KJE come il cilindro GD , al cilindro 
GB fante. ), sarà pure l'altezza SL all' altezza ES, 
come il cilindro GD , o l' uguale NM al cilindro 
GB. E cosi pnre i coni che sonò terze parti loro. 

Laonde i ceni, ed i cilindri scaleni di basi uguali 
sono come le altezze. C. B. D. * 
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Scolio. TI. Che se i cilindri, ci coni siano di 
disuguali basi, ed altezze, essi saranno in ragion 
composta delle basi, e delle altezze. 

Imperocché fatta la stessa costruzione , e supposte 
le basi LPM , GOH disuguali, e così le altezze , 
sarà il cilindro NM al cilindro GB in ragion com- 
posta di NM a GD, e dì GD a GB. Ma NM sta a 
GD come la base LPM alla base CFD , e '1 cilindro 
GD sta all'altro GB come ì’ altezza LS all’altezza 
SE. Sarà il cilindro NM all'ultimo GB in ragion 
composta della base LPM alla base GOH, e dell al- 
tezza SL all' altezza SE. C. B. D. 

\ 

• ’# ' . ' 0 . 

TEOR. XV. PJBOP. XV. 

1 coni , ed i cilindri uguali hanno le basi reci- 
procamente proporzionali alle altezza e que’coni, ' 
e cilindri che hanno le basi reciprocamente pro- 
porzionali alle altezze sono uguali fra loro. 

t . 

Siano i coni , ed ì cilindri uguali, che hanno per 
basi i ce rolli ABCD, EFGH (Jig. 58. ), ed i dia- 
metri AG, EG. e gli assi KL, MN, che sono l’al- 
tezze de’ coni, o cilindri, e compiscami i cilindri 
AX , EQ. Dico le basi de’ cilindri reciprocarsi - colle 
altezze , cioè come la base ABCD alle base EFGH, 
così essere l'altezza MN all'altezza KL. 

Imperocché l'altezza KL, o è aguale all'altezza MN, 
o disuguale. Sia prima uguale,- ed è il cilindro AX 
uguale al cilindro EO: ma que'coni, e cilindri che 
hanno la medesima altezza sono fra loro come le 
basi, È dunque la base ABCD uguale alla base 
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EFGH. E però sono reciproche, • come la base 
ABCD alla base EFGH, così è l’ allena MN all' al- 
tezza KL. Ma l’altezza KL non sia aguale all' altezza 
MN , e sia maggiore la MN: tolgasi dalla MN la 
PM tignale all'altezza LK , e per P si seghi il ci- 
lindro EO dal piano TYS parallelo agli opposti piani 
de’ cerchi EFGH, RO;ed intendasi il cilindro ES, 
la cui base è il cerchio EFGH, e I’ altezza PM. 
Perchè dunque il cilindro AX è ugnale al cilindro 
EO , ed è un' altro cilindro ES ; sarà come il cilin- 
dro AX al cilindro ES, così il cilindro EO al cilin- 
dro ES. Ma come il cilindro AX al cilindro ES, 
così è la base ABCD alla base EFGH: perciocché i 
cilindri AX, ES hanno la medesima altezza ( prop. 
li. X//. ), e come il cilindro EO al cilindro ES, 
così l'altezza MN all'altezza MP, perocché il cilin- 
dro EO è segato dal piano TYS parallelo ai piani 
opposti ( prop. i3. XII. ). È dunque come la base 
ABCD alla base FFGH, così 1* altezza MN all’al- 
tezza MP; e l'altezza MP è uguale all'altezza KL. 
Onde come la base ABCD alla base EFGH , così 
l’altezza MN all'altezza KL. Le basi dunque de’ ci- 
lindri uguali AX, EO sono reciproche alle altezze. 
Ma le basi de' cilindri AX, EO" siano reciproche alle 
altezze, e sia come la base ABCD alla base EFGH, 
così 1’ altezza MN all’ altezza KL. Dico il cilindro 
AX essere uguale al cilindro EO. Fatta la stessa 
costruzione, perchè come la base ABCD alla base 
EFGH, così è l’altezza MN all'altezza KL: e l'al- 
tezza KL è uguale all’altezza MP, sari come la 
base ABCD alla base EFGH, così l’altezza MN 
all’altezza MP. Ma come la base ABCD alla base 
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EFGH, cosi jl cilindro AX al cilindro ES, percioc- 
ché hanno la stessa altezza, e conte l'altezza MN 
all'altezza MP, cosi il cilindro EO al cilindro ES. 
È dunque come il cilindro AX al cilindro ES , cosi 
il cilindro EO al cilindro ES. Onde il cilindro AX 
è uguale al cilindro EO. Similmente ancora nò coni. 

Laonde i coni, ed i cilindri uguali ec. C. li. D. 

PBOft I PROP. XVI. 

* f- y *<* » * ■ t . m » ' . * \H 

Essendo due cerchi intorno ut medesimo contro, 
descrivere nel maggiore un poligono di lati uguali , 
e pari di numero, che non tocchi il cerchio minore. 

Siano due cerchi dati ABCD, EFGII, ( jig- 5g. ) 
intórno al medesimo centro K. Bisogna nel maggior 
cerchio ABCD descrivere un poligono di lati uguali, 
e pari di numero, ohe non tócchi il cerchio minore 
EFGH. . ;. 

Si tiri per lo centro K. la linea retta BD, e dal 
punto G si tiri la AG perpendicolare alla BD , e 
prolunghisi nel punto C. Adunque la AC tocca il 
cerchio EFGH ( prop. III. ). Laonde segando la 
circonferenza BAD per metà, e la sua metà ancora 
per metà, e facendo sempre ciò, alla line lasceremo 
una circonferenza minore della AB. Lascisi, e sia 
LD e dal punto L si tiri L]VL perpendicolare alla 
BD, e si prolunghi noi punto N ,. e si congiungano 
LD, DN , LN s adunque la LD è uguale alla DN. 
E perchè la LN è parallela alla AC, e la AG tocca 
il cerchio EFGH, la LN non toccherà il cerchio 
EFGH; e molto meno lo toccheranno le LD., DN. 
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E se nel cerchio ABCD adatteremo linee rette uguali 
alla LD, si descriverà in esso il poligono di lati 
uguali, e pari di numero, che non tooca il cerchio 
minore EFGH. , ' . ■ ' ' 

Laonde essendo dati due cerchi ee, C. B. F. 

• -, ■ 

. PROB. n. PROP: XVII. 

* . : «’ r * • * 

Date due sfere d' intorno al medesimo centro , 
descrìvere nella maggiore un solido poliedro, cioè 
di molti lati , che non tocchi la superficie della 
sfer(i minore. 

. ' v • . ... > ♦ S ‘ 

Intendansi due sfere d' intorno al medesimo centro 
A (M- 60 ). Bisogna nella maggiore sfera desori- 
vere un solido di molti lati, che non tocchi la su- 
perficie della sfera minore. 

Seghinsi le sfere da qualche piano tirato per lo 
centro. Le sezioni saranno cerchi, percioccchè stando 
fermo il diametro del cerchio, e rivolto intorno il semi- 
cerchio si è fatta la sfera. Adunque ^tendendo il semicer- 
chio in qualsivoglia posizione, il piano, che passa per 
esso farà un cerchio nella superficie della, sfera , ed 
è manifesto essere cerchio massimo; perocché il dia- 
metro della sfera, che è diametro del cerchio, e 
del semicerchio è maggiore di tutte le linee rette , 
che si tirano nel cerchio, e nella sfera. Sia dunque 
nella sfera maggiore il cerchio BCDE, nella minore' 
il cerchio FGH,e ritinsi i due diametri di essi BP, 
CE perpendicolari fra loro. Ed essendo i due oer<^ 
chi 13CDE, FGH d’intorno al medesimo centro, 
descrivasi nel maggiore BCDE un poligono di la tf" 
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uguali, • pari di numero, che non tocchi il cerchio 
minore FGH, i lati del quale nel quadrante del cer- 
chio BE siano BK, KL, LM, ME, e congiunta KA 
prolunghisi in N, e dal punto A constituiscasi AX 
perpendicolare al piano del cerchio BCDE , che 
tocchi la superficie della sfera nel punto X, e per 
AX> e ciascuno delle BD,KN si tirino i piani, che 
dalle cose dette faranno nella superficie della sfera 
cerchi massimi. Li facciano dunque, e siano nei dia- 
metri BD KN i semicerchi loro BXD, KXN. E per- 
chè la XA è perpendicolare al piano del cerchio 
BCDE , tutti i piani , che passano per la X A sa- 
ranno perpendicolari al piano del cerchio BCDE ( prnp. 

! 38 XI ). Onde anche i semicerchi BXD , KXN 
sono perpendicolari al medesimo piano. E perché i 
semicerchi BED , BXD , KXN sono uguali , essendo 
negli uguali diametri BD, KN, saranno ancora i 
quadranti BE, BX, KX fra loro uguali. Quanti lati 
dunque del poligono sono nel quadrante BE , tanti 
sarano nei quadranti BX, KX uguali ai BK, KL, 
LM, ME. Descrivansi, e siano BO, OD, PR , RX, 
KS, ST, TY, YX, e si congiungano SO, TP, YR, 
e dai punti 0,S si tirino le perpendicolari al piano 
del cerchio BCDE , cadranno queste nelle cornimi 
sezioni dei piani BD, KN ( prop. .33 XI ). Perchè 
ancora i piani dei cerchi BXD, KXN sono perpendico- 
lari al piano del cerchio BCDE ; cadano dunque , 
a siano OV. SQ , e giungasi VQ. Essendo dunque 
negli agitali semicerchi BXD , KXN prese le cir- 
conferenze uguali BO, KS , e tirate le perpendico- 
lari OY , SQ: sarà OV uguale ad SQ,eBV uguale 
» KQj ed è tutta la BA uguale a tutta la KA: adun- 

\ N 
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que la rimanente VA è uguale anche alla rimanente 
QA. Come dunque la BV alla VA, così la KQalla 
QA ( prop. s. VI ): e però la VQ è parallela alla 
BK, ed essendo ciascuna delle OV, SQ perpendicolare 
al piano del cerchio BCDE, sarà la OV parallela 
alla SQ; si è dimostrata ugnale ad essa: dunque le 
QV, SO sono uguali , e parallele ( prop. 33 . 1. ). E 
perchè la QV ò parallela alla SO , e parallela alla 
KB, sarà la SO parallela ancora alla KB ( prop.yXI. ) 
e BO KS le oongi ungono; onde eziandio il quadri- 
latero KBOS è in un piano, perchè se due linee 
rette siano parallele, ed in ciascuna di esse si pren- 
dano quali sì fogliano punti , la linea retta , che 
oongiunge questi punti è nel medesimo piano, nel 
quale sono le parallele ( prop. 6. X.I. ), e per la me- 
desima ragione amendue i quadrilateri SQPT, TPRY 
Sono in un piano, ed è in un piano il triangolo YRX: 
se dunque dai punti 0, S, P,T,R, Y intendiamo tirate le 
linee rette ad A, si costitnirà una figura solida di 
molti lati fra le circonferenze BX, KX composta di 
piramidi, le cui basi sono i quadrilateri KBOS, SOPT, 
TPBY , e ’l triangolo YRX, e '1 vertice il punto A, 
«se in ciascun lato KL, LJJI, ME, come in BK 
facciamo la medesima costruzione ,e così negli altri 
tre quadranti, e nell' altra mezza sfera, si eoustitnirà 
nna figura di moki lati descritta nella sfera , com- 
posta di piramidi j le cui basi sono i delti quadrila- 
teri, e J l triangolo YRX, è gli altri del medesimo or- 
dine, e 'l vertice il punto A. Dico la detta figuro 
di molti lati non toccare la superficie della minore 
sfera, nella quale è il cerchio FGH. • : * 

Si abbassi dal centro A nel piano del quadrilatero 
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la perpendicolare AZ. Pico essere essa maggiore di 
AG. Tirisi ancora dal punto G la GL perpendico- 
lare ad AG -, e congiungasi AL. Onde segando per 
metà la circonferenza EB , e la sua metà simil- 
mente per metà , e questo facendo sempre ; allà 
fine Nasceremo una circonferenza minore della cir- 
. conferenza del cerchio BCD , che è sottoposta ad 
una uguale a GL. Lascisi , e sia la circonferenza 
KB. Adunque la linea retta KB è minore della 
retta GL. Tirata dal punto A al piano del quadrila- 
tero KBSO la perpendicolare AZ, «he lo tocchi nel 
punto Z; si uniscano BZ, ZK. Laonde AZ es- 
sendo perpendicolare al piano del quadrilatero KBSOy 
sarà perpendicolare anche alle BZ , ZK,' che lo toc- 
cano , e sono nel medesimo piano: ed essendo AB 
uguale ad AK , • saranno i loro quadrati uguali , ed 
il quadrato di AB è uguale ai quadrati delle AZ, 
ZB , perchè l'angolo Z è retto j ed il quadrato di 
AK è uguale ai quadrati delle AZ, ZK ( prop.4y L). 
Onde i quadrati delle AZ, ZB sono eguali ai qua- 
drati delle AZ , ZK: .tolgasi il comune quadrato di 
AZ, il rimaueute quadrato di JBZ è uguale al ri- 
manente quadrato di ZK, e quindi BZ è uguale a 
ZK. Similmente si dimostrano quelle , ohe del punto 
Z si tirino aiipuuti O, S, essere uguali all' una, e 
l'altra delle BZ, ZK. Adunque il cerchio descritto dal 
centro Z coll'intervallo di una delleZQ,ZK passerà anche 
pe' punti O, S, onde il quadrilatero KBOS sarà inscritto 
nel cerchio. E perchè il quadrilatero KBSO è nel cer- 
chio, e spuo uguali .OB, BK, KS, ed OS minore; sarà 
l'angolo BZK ottuso (*),e porci® la BK è 'maggiore 
(*} , Ciò è chiaro , - poiché descritto ili cerchio 
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delle BZ; ina la GL è maggiore della BK: la GL 
dunque è molto maggiore della BZ; e 1 quadrato 
dqlla GL è .maggiore del quadrato della BZ: ed es- 
sendo la AL uguale alla AB, sarà il quadrato della 
AL uguale al quadrato della AB: ma al quadrato 
della AL sono uguali i quadrati delle AG , GL , 
ed al quadrato della AB sono uguali i quadrati dello 
BZ , ZA. Adunque i quadrati delle AG, GL sono 
uguali ai quadrati delle BZ, ZA: dei quali il qua- 
drato della BZ è minore del quadrato della GL. 
Onde il rimanente quadrato della ZA è maggioro 
del quadrato della AG: e pere iò la linea retta ZA 
è maggiore della retta AG. 

Adunque essendo due sfere intorno ec. C. B. D. 

1 ! " 1 ■ ' ' 

BKSO,ed m esso il quadrilatero BJSCSO, i cui lati 
SK, KB, BO , SO siano uguali ai lati del qua- 
drilatero v BKSO nella sfera, e tirate dal centro Z 
le ZK, ZS, ZO, ZB, i due lati BZ , ZO sono 
uguali ai due OZ , ZS, ed essendo BO maggiore 
di OS, l'angolo BZO sarà maggiore deli angolo 
OZS, e così pure ciascuno de’BZK, KZS, che è 
uguale a BZO, come insistendo in circonferenze 
uguali OS, BK, KS, che sono sottese da rette 
uguali , sarà maggiore di OZS. Ed essendo^ tutti 
gli angoli in-Z uguali a quattro retti (cor. prop. 
x5. I. ), sarà ciascuno de' BZO , BZK, KZS ot- 
tuso, e quindi ottusangolo il triangolo BZK, e 
perciò il quadrato di KB maggiore del quadrato 
di KZ ( prop. ia.-II. ), e KB maggiore di KZ. 
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COROLLARIO. 




E se anche in un altra sfera sì descriva un solido» 
poliedro simile al solido poliedro descritto^ella sfera 
ABCDE, avrà il solido poliedro nella sfera BCDE 
al solido poliedro nell’ altra sfera triplicata ragione 
di quella, che ha il diametro della sfera BCDE 
al diametro dell'altra sfera. Perocché divisi i so- 
lidi in piramidi agitali di numero , e del me- 
desimo ordine , saranno esse piramidi simili ; ma 
le piramidi simili sono fra loro in ragione tri- 
plicata di quella, che hanno i lati omologhi. Adan- 
- que la piramide , la cui base è il quadrilatero KBOS, 
e'1 vertice il punto A alla piramide , che è nell’altra 
sfera del medesimo ordine ha ragione triplicata di 
quella , che ha il lato omologo al lato omologo ; 
cioè AB semidiametro della sfera intorno al centro 
A al semidiamentro dell' altra sfera. E similmente- 
ciascuna piramide di quelle , che sono nella sfera 
intorno al «entro A a ciascuna piramide del mede- 
simo ordine , che sono nell'altra- sfera, avrà ragione- 
triplicata di quella, che ho AB al semidiametro della 
sfera) e come è uno degli -antecedenti ad uno dei 
conseguenti, così saranno tutti gli antecedenti a tulli 
i conseguenti. Onde lutto il solido poliedro, che è 
nella sfera intorno al centro A a tutto il solido po- 
liedro, che è nell’altra sfera avrà triplicata ragione 
di quella, che ha AB al semidiametro dell' allra sfera» 
cioè il diametro- BD al diametroy deli' altra sfera. 
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TEOR. XVI. PROP. XV UL 

Le \ferc sono fra loro in triplicata ragione di 
quella , che hanno i loro diametri. 

Intendami le sfere ABC, DEF ( fig.Gi. ) i diametri 
delle quali siano BC, EF. Dico la sfera ABC alla 
sfera DEF avere ragione triplicata di quella, che 
ha la BC alla EF. 

Imperocché se non è così, la sfera ABC ad una 
sfera minore di essa DEF, o a maggiore avrà ragione 
triplicata di quella, che ha la BC alla EF. Abbia 
prima a minore , cioè a GUK: ed intendasi la sfera 
DEF d'intorno al medesimo centro, che la sfera 
GHK: e descrivasi nella maggiore sfera DEF un so- 
lido poliedro, che non lochi la minore sfera GIIK 
nella superficie , e nella sfera ABC descrivasi un so- 
lido poliedro simile a quello , che è descritto nella 
sfera DEF (prop. antec.) Adunque il solido poliedro, 
«he è nella sfera ABC al solido poliedro, che é nella 
DEF avrà triplicata ragione di quella che ha la BC 
alla EF f corni. prOp. antec.), e la sfera ABC alla sfera 
GHK ha triplicata ragione di quella , ohe ha la BC 
alla EF. Come dunque la sfera ABC alla sfera GHK, 
così il solido poliedro nella sfera ABC al solido po- 
liedro nella sfera DEF, e permutando come la sfera 
ABC al solido poliedro, che è in essa, cosi la sfera GHK al 
solido poliedro, che è nella sfera DEF: ma la sfera ABC 
è maggiora del solido poliedro, che è in essa ^dun- 
que la sfera GHK è maggiore del solido poliedro , 
che è nella sfera DEF; ma è ancora minore, pefeio- 
chè da esso è compresa, il che non è possibile. La 
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sfera dunque ABC ad una sfera minore della DEI-' 
non ha ragione triplicata di qnclla, che ha la BC 
alla EF. ’ 

Similmente dimostreremo nè anche la sfera DEF ad 
una sfera minore della ABC avere triplicata ragione di 
quella , che ha la EF alla BC.Dico in oltre la sfera ABC 
non avere ad una sfera maggiore della DEF triplicata 
ragione di quella , che ha la BC alla EF. 

Perciocché abbia s'egli è possibile ad una mag- 
giore, che sia LMN: invertendo dunque la sfera 
LMN alla sfera ABC ha ragione triplicata di quella, 
che ha il. diametro EF al diametro BC. E come la 
sfera LMN alla sfera ABC, cosi la sfera DEF ad 
una sfera minore della ABC, come si è dimostrato 
di sopra, perchè la sfera LMN è maggiore della 
DEF. Onde ancora la sfera DEF ad una ,sfera minore 
della Alfe ha ragione triplicata di quella, che ha 
la EF alla BG, che si è dimostrato essere impossi- 
bile. • • • . 

Adunque la -sfera ABC alla sfera maggiore della 
DEF non ha ragione triplicata di quella, che ha la 
BC alla EFj e si è dimostrato nè anche alla minore. 
Adunque la sfera ABC alla sfera DEF avrà tripli- 
cata ragione di quella, che ha la BC alla EF; 


Laonde le sfere sono fra loro ec. C B. D. 

' ■ ' . - V. *• . ; ; . V- ■ - - •• 
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hiamasi linea v cava nella parie stessa quella 

che giace su di un piano, e nella quale presi co- 
munque due punti , la linea retta , clic li unisce , o 
cade dalla stessa parte di essi , o secondo la ària di- 
rezione , niuna poi cade all’altra parte. ^ ; 

II. Le superficie finite spno quelle che n qn gipccjipiio 
nel piano, 'ma hanno i loro estremi nel piano. , le 
quali o saranno tutte nelle parti stesse di quel piano 
dove giacciono i loro termini, o nulla avranno nell'altra 
parte. 

DI. Chiamami quelle tali superficie cave verso le 
stesse parti, qualora presi in esse due punti, le linee 
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rette frapposte tra essi, o tutte cadono nelle stesse 
parti della superficie, o talune nelle stesse parti, 
talune nella loro direzione ; niuna poi cade nelle 
altre parti. 

IV. Di tutte le linee che hanno li stessi termini, la 
minima è la linea retta. Le altre poi che sono nel 
piano aventi i stessi termini , sono disugnali. 

V. Le linee poi cave dalla stessa parte, l' una sia 
tutta contenuta dall’altra, quella che è contenuta è 
la minore. Similmente le superficie, che hanno li 
stessi termini nel piano quella che è contenuta è 
minore di quella che contiene. 

VI. Il piano è la minima superficie di quelle che 
hanno li stessi termini nel piano. Le iti tre superficie 
cave dalla stessa parte aventi li stessi termini nel 
piano sono disuguali , ed è minore sempre quella 
che è compresa, o che talune parti sieno comuni, o 
altre nò. Lo stesso dicasi de’ solidi, ne’ quali il com- 
preso è minore di quello che comprende. 

VII. Se un cono penetri una sfera , finché il ver- 
tice del cono sia al centro di quella, il solido , con- 
tenuto dalla superficie del cono, e della parte della 
superficie sferica troncata su di essa chiamasi settore 
solido, o settore sferico. 

Vili. Bombo solido chiamasi quel solido, che con- 
tiene due coni situati sulla stessa base, ma i vertici 
sono opposti, cosicché i loro assi sono in una stessa 
retta, 
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TEOR. I. DROP. ,1, 

■Se s inserirà nel cerchio un poligono , il peri- 
metro del polìgono inscritto c minore della cir- 
conjerenza del cerchio . 

Imperocché ciascun lato del poligono è minore 
dell'arco del cerchio che sottende (def.IV.). Laonde 
tutto il perimetro del poligono è minore di tutta la 
circonferenza C. J3* D. 

TEOR. ÌI. PROP. n. 

' • • / 

ad un cerchio si circoscriva una sfigura po- 
ligona, la linea retta uguale al perimetro della 
figura circoscritta è maggiore della circonferenza 
del cerchio. 

\ 

Sia il cerchio ABCDE ( fig. 62. J, coi sia circo* 
scritta la figura poligona FGIIXL. Dico la linea retta 
uguale al perimetro di tal figura essere maggiore 
della circonferenza del cerchio. 

Perchè le due linee rette FA, FE comprendono 
1 arco AÈ , saranno esse maggiori dell' arco AE 
( àef. V. ). Similmente le due AG, GB saranno 
maggiori dell’ arco AB. Cosi pure le rimanenti retta 
saranno maggiori de' rimanenti archi. Onde 1* intero 
perimetro FGHKL è maggiore dell'intera circonfe- 
renza ABCDE. 

Sa dunque ad un cerchio sì circoscriva ee. C.B.D* 


>n 
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TEOR. ffl. PROP. HI. 


Se in un cono retto $’ inscriva, una piramide, 
che abbia la base equilatera , la superficie di tal 
piramide, senza la base, è uguale ad un trian- 
golo, la cui base sia uguale al perimetro della 
base della piramide, e l'altezza alla perpendico- 
lare, che dal vertice del cono si abbassa sopra 
aito de’ lati della base della piramide. 

• » 

Sia il cono retto, la cui base sia il cerchio ABC 
( fig. 63 ) dentro di. cui s' inscriva la piramide a base 
equilatera, che sia ABCV. Dico la superficie di questa 
essere uguale al triangolo DEF, la cui base DE sia 
uguale alle tre rette AB, BC, CA, e l'altezza FG 
sìa uguale all'altezza di uno de’ triangoli della pira- 
mide. 

Imperocché dividasi la DE in tre parti DT , TH , 
HE uguali ai tre lati della base della piramide , ed 
unite le FT, FU, i triangoli DFT, TFH, IIFE sono 
uguali ai tre triangoli VAB, VBC, YCA, essendo 
l’altezza FG uguale all'altezza di ciascuno de trian- 
goli della piramide, e la basi alle basi. Laonde tutto 
il triangolo DEF è uguale ai tre della piramide. 

Adunque se in un cono ec. C. B. D. 

■ *»V?**: *..4 ■»•!!"; '• » * 1 * » 
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TEOR. IV. PROP. it 


Se ad un cono equilatera si circoscriva una pi- 
ramide , la superficie della piramide , eccetto la 
base, è uguale ad un triangolo rettangolo , che 
abbia la base uguale alle lineé che contengono la 
base delta piramide, e V altezza uguale al lato 
del cono.- ' • ' » 

Sia il cono, la cui base il cerchio ABC ( jìg.64 ), 
e si circoscriva ad esso la piramide DEFG, cosic- 
ché i lati della base DEF tocchino il cerchio ABC 
base del cono. Dico la superficie di cotesta piramide, 
eccetto la base, essere ugnale al triangolo rettangolo 
HKL, la cui base KH sia ugnale alle linee DE , EF, 
DF prese insieme , e l’ altezza LM uguale ad una 
delle altezze de’ triangoli *GED, GEF, GDF, cioè GA. 

Essendo l’asse del cono perpendicolare alla base 
ABC, e le linee rette , che dal centro si tirano ai 
contatti A, B, C sono perpendicolari alle DE, EF, 
FP tangenti il cérchio ABC ( prap. i6. IH. ): sa- 
ram.o ancora le linee GA, GB , GC tirate dal ver* 
tice G del cono a’ contatti medesimi che si sono 
poste eguali fra loro, come lati del cono , perpen- 
dicoli, ri alle DE, DF , EF. Perciocché unito l’asse 
GO, e la AO, il triangolo GAO è perpendicolare 
alla base ABC; ed essendo DA perpendicolare alla 
AO, sarà anche perpendicolare al piano GAO, e 
quindi a tutte le rette che sono in esso, e perciò) 
alla GA: onde la GA è perpendicolare alla DE , e 
cosi pure tutti i lati del cono saranno perpendioolari 

alle linee tangenti la base di esso cotto. E per- 
ii 
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chè i triangoli, GED , GEF, GDF eh? sono intorno 
alla piramide hanno la medesima altezza , che è il 
lato del cono, essi saranno 'ngn ali al triangolo HKL, 
che ha F altezza LM uguale all'altezza de' triangoli, 
e la bfse KH uguale alle basi DE, EF, FD de 'trian- 
goli della piramide , sarà il triangolo HK.L ugnale 
ai tre GED, GEF , GDF, i quali costituiscono la 
superficie della piramide EDFG circoscritta al cono. 

Laonde sa ad un cono si circoscriva una piramide 

e«. C. B. D. 

TEOR. V. PROP. V. 

Qualunque cerchio c uguale ari un triangola 
rettangolo , di cui un lato che è intorno all’ an- 
golo retto sia uguale al raggio del cerchio, l' al- 
tro alla circonferenza di esso . 

Siail cerchio ABCD. ( ).Dico essere ugnale 

al triangolo rettangolo HKL di cui il lato IIK in- 
torno all’ angolo retto sia uguale al raggio NA del 
cerchio ABCD , e KL alla circonferenza ABGD. 

Se può essere sia il cerchio maggiore del detto trian- 
golo , e. nel cerchio s' inscriva il quadrato AC , e si 
dividano per metà gli archi sottesi dai lati del qua- 
drato; e si tirino le linee BF, FA, e cosi si faccia, 
finche si giunga ad iscrivere una figura rettilinea 
che sia maggiore del triangolo HKL: sia cotesta 
figura quella del lato FA,- e trovato il centro del 
cerchio , che sia N , da esso si abbassi la perperidi- 
eolare NX sul lato FA. Adunque NX è minore del 
lato del triangolo IIK , che è uguale al faggio. Ma. 
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il perimetro della figura è minore anche della cir- 
conferenza ABCD. Dunque la detta figura è minore 
del triangolo. Ma n’ è maggiore. Che è assurdo. Sia 
similmente , se può cssero , il cerchio minore del 
triangolo , ed al cerchio ABCD si circoscriva il 
quadrato O Q , c si dividano per metà gli archi rac- 
chiusi tra i lati di cotesto quadrato che toccano il 
cerchio , e per L punti delle divisioni si tirino le 
tangenti: l'angolo OAR è retto. Laonde Oli ipote- 
nusa sarà maggiore di 11A, e quindi di 11M , essen- 
do RA uguale ad RM ( prop. 8. Ili ) , ed il tri- 
angolo ROP è maggiore della metà della figura 
OFAM, perciocché il triangolo rettilineo ROA è mag- 
giore di RAM, per essere la base OR maggiore di 
RM , ed il vertice comune A. - onde ORA è maggiore 
del trilineo ARM, 0 cosi OAP è maggiore del triliueo 
FPA. Quindi il triangolo OPR è maggiore di due 
trilinei APF, ARM, quindi anche maggiore della metà 
di quella parte del quadrato circoscritto al cerchio^ 
che é verso O. Si prendano dunque delle porzioni 
simili alla PFA che siano minori dell' eccesso , 
onde il triangolo 11KL supera il cerchio ABCD: 
e perciò anche la medesima figura rettilinea circo- 
scritta al cerchio sarà minore del triangolo HKL , 
il che similmente è assurdo. Imperocché si dimostra 
essere maggiore , perchè NA è uguale alla perpen- 
dicolare del triangolo , ma il perimetro della delta 
figura è maggiore della base del triangolo , cb« è 
la circonferenza. 

Laonde il cerchio necessariamente sarà eguale al 
detto triangolo. Adunque ogni ceichio è uguale ec. 

C. B. D. 
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TEOR. VI. PROP. ,VL 

> , ... ir 

•Le circonferenze de’ cerchi hanno tra loro la 
stessa ragione che i loro raggi.) 

: ... 5 ., ... . ... 

Siano i due cerchi ABC, PEF ( Jig. 66.), e i loro 
raggi MN RP. Dico la circonferenza ABC essere alla 
circonferenza DEE come il raggio MN al raggio RP. 

Si costituiscano due rettangoli MNCD , RPFQ , 
il primo abbia l’altezza MN uguale al raggio 
del cerchio ABC, e la base uguale alla metà della 
sua circonferenza, il secondo similmente l’altezza 
uguale al raggio RP , e la base PF uguale alla se- 
micirconferenza di EDF , saranno questi uguali ri- 
spettivamente ai cerchi M, R. Inoltre/ si conslitui 
scano sui raggi MN , e PR i quadrati X , ed Y. 
Adunque il cerchio ABC sta al cerchio EDF come 
il rettangolo MNCD al rettangolo PIIQF/ ma quei 
cerchi sono anche come i quadrati de’ loro raggi, 
cioè come -X ad Y. Laonde il rettangolo MC è al ret- 
tangolo RF , come X ad Y , e permutando sta ret- 
tangolo MC a quadrato X , come RF a Y , ma il 
rettangolo MG sta ad X come NC ad MN , per ave- 
re la stessa altezza , e PQ od Y come PF a PR , 
per avere la stessa altezza PR. Dunqne sarà NC ad 
MN , come PF a PR , e permutando NC a PF, co- 
me MN -a PR , e prendendo i doppj della prima ra- 
gione , sarà’ la fcirconferènza ABC alla EDF , come 
MN a PR. 

Laonde fa circonferenze sène come i raggi. C.B.D. 

> • ■ -h a* ot.'S , 
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Se dentro <li un cerchio , eh’ ò base di un cono 
retto si tiri una segante , e da’ termini di essa sì 
tirino al vertice del cono due linee rette : il tri- 
angolo costituito dalla segante il cerchio, e dalle 
rette tirate da suoi estremi al vertice è minore 
della superficie conica che è tra quelle due rette 
tirate al vertice. 

Sia il couo ietto, che è pure equilatere ABC!) 
( M- 6y. ), la cui base è il cerchio liCD, D il suo 
vertice , e si tiri nella base la retta AC , e dal ver- 
tice D si tirino le AD , DC. Dico che il triangolo 
ADC sia minore della superficie conica compresa 
tra ADC. 

Si divida la ciraonferenza ABC in due parti ugua- 
li in B, c si conducano le rette AB, BC , DB. Sarai» 
no i triangoli ADB , CDB maggiori del triangolo 
ADC ( de/. : V. ): Sia lo spazio II 1' eccesso de’ due 
triangoli ADB , CDB sul triangolo ADC. Sarà H o 
minore de' segmenti AB, BC, o non minore. Pon- 
gasi in primo luogo non minore. Adunque perchè 
le due superficie, la conica cioè tra ABD, col seg- 
mento AEB , e la triangolare ADB sono chiuse dalli, 
stessi termini, cioè dalle linee del triangolo ADB , 
sarà la superficie che comprende maggiore della 
compresa. Dunque la superficie conica tra lo AB f 
BD, AD una col segmento AEB é maggiore del tri- 
angolo ABD. Similmente la superficie conica tra 
DBG, e'i segmento BFC è maggiore del triangolo 
DBG. Dunque l’intera superficie conica co’ segmenti 
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sari maggior* de'triangoli ADB, CDB , ovvero di 
ADC collo spazio II : tolto lo spazio H , che è co- 
mune , la rimanente superficie conica compresa tra 
ADC sarà maggiore del triangolo ADC. 

Pongasi in secondo luogo lo spazio II minore de’seg- 
mcnti AEB,BFC. Dividendo dunque gli archi, AB, BC 
per metà, e questa metà inoltre per metà, prenderemo 
finalmente i segmenti, i quali siano minori dello spazio 
Il ( Lem. alla prop. 2 Xll. ). Siano tali segmenti 
quelli contenuti dalle linee AE , EB, BF, FC, e 
si conducano le rette DE , DF. Nel medesimo modo 
si dimostrerà la superficie del cono contenuta tra 
AED col seguento AE maggiore del triangolo AED; e 
quella tra EDB col segmento EB maggiore del triangolo 
EDB. Dn nqne la superficie conica compresa tra ADB coi 
seguenti AE, EB sarà maggiore (de'triangoli ADE, 
EDB. Ed essendo i triangoli ADE, EDB maggiori 
del triangolo ADB , come si è dimostrato , sarà In 
superficie conica compresa tra ADB, una co'scguenli 
AE, EB maggiore del triangolo ADB;e nell’ istesso 
modo la superficie conica compresa tra BDC co' se- 
gmenti BF, FC si dimostra maggiore del triangolo 
DBC. Laonde Finterà superficie conica, che tra ADC 
si comprende, co’ segmenti AE , EB, BF, FC, è 
maggiore de'triangoli ADB, BDC , ossia del triangolo 
ADC collo spazio U, cui que' due triangoli sono 
eguali. Ed essendo lo spazia H maggiore de’ segmenti, 
«e segue, come nella prima parte , che la superficie 
contenuta tra ADC sia maggiore del triangolo ADC. 
Laonde se si tiri una retta in un cerchio ec. C.B.D< 

Caroti. Dalla dimostrazione del Teorema, segue, 
«die se nel oono retto s* iscriva una piramide , U su. 
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perfide di questa è minore della superficie conica y 
In cui è iscritta. Poicliè ciascuno de triangoli che 
comprende la piramide è minore della superficie co- 
nica, che insiste su' suoi lati. 

Laonde tutta la superficie della piramide, eccet- 
tuata la base, è minore della superficie conica, ec- 
cettuata similmente la base. 

TEOR. Vili. PROP. VRI. 

Se ad un cerchio, base di un cono si tirino due 
tangenti , le quali siano nell'istesso 'piano del cer- 
chio , e concorrano in un punto; e da’ punti di 
contatto, e dal punto del concorso si tirino al 
vertice del cono le linee rette , i triangoli costituiti 
dalle tangenti, e dalle linee congiungenti il ver- 
tice co detti punti saranno maggiori della super- 
•Jicie conica, che contengono essi triangoli. 

Sia il cono, la cui base il cerchio ABC, ( Jig.68 ) 
il vertice il punto E , e si tirino ad esso cerchio le 
tangenti nel medesimo piano del cerchio, che siano 

AD , CD , e dal punto' E che è il vertice del cono 
si tirino ai ponti A , D , C le linee rette EA , ED, 
EC. Dico essere i triangoli . AE®, DEC maggiori di 
quella superficie del cono ohe è contenuta dalle rette 

AE , EC, e dall" arco ABC. 

Imperocché diviso l'aroo ABC in due parti uguali 
nel punto B, e dal punto B si tiri una linea retta 
che tocchi il cerchio , e si distenda dall' una all’al- 
tra parte , la quale sia FBG j sarà questa parallella 
alla corda AC dentro del occhio. Ciò si dimostra 
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facilmente. Si unisca il cenilo T .del cerchio col 
punto D, sarà l’angolo ADC diviso per metà; ma 
per essere l’ arco AB uguale a BC , la linea DT 
passerà pel contatto B, e sarà perpendicolare alla 
tangente FBG : quindi i due triangoli DBF , DBG 
avendo due angoli uguali a due angoli , e '1 lato DB 
di comune , sarà DF uguale a DG, ma DA è ugua- 
le a DE. Dunque FA è uguale a GC. Perciò sarà 
FG parallela ad AC ( prop. 2 VI. ). Dipoi dal ver- 
tice E del cono si tirino giù le linee EF, EG. E 
perchè le linee FD, GD insieme prese sono mag- 
giori della linea FG, se si aggiungano di comune 
AF , e CG, saranno le intere linee AD, DC mag- 
giori delle AF , FG , CG; e perchè EA , EB, EC 
sono lati del cono, perciò sono eguali, essendo es- 
so cono 'retto, o equilatere. Sono pure cotesti lati 
perpendicolari alle tangenti AD, CD, essendo retti 
gli augoli EAD , ECD. Imperocché tirato l’ asse del 
cono, che^sarà perpendicolare alla base, c sarà un 
cateto del triangolo rettangolo generatore di esso 
cono, di cui il lato EA, come ogni altro è l’ipote- 
nusa, il piano che passa per l’asse sarà perpendico- 
lare al cerchio ABC , ma DA tangente è perpendi- 
colare al raggio di esso cerchio, il quale è l’altro 
cateto del triangolo rettangolo , ed essendo cotesto 
roggio la comune sezione del triangolo col piano del 
cerchio ( prop. 3X1. ),sarà DA perpendicolare ad 
esso piano, e quindi ad AE. Cosi pure ogni lato 
EC è perpendicolare alla tangente DC. Adunque le 
basi de’ triangoli AED , DEC, cioè le AD, DC es- 
sendo maggiori delle basi AF, FG, GC de trian- 
goli AEF, FEG , GEG , le loro altezze poi, cioè 
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le perpendicolari EA, EB, EC sono eguali fra loro 
perciò i triangoli AEI), DEC saranno maggiori dei 
triangoli AEF, FEG , GEC. Quanto poi i trian- 
goli AED, DEC eccedono i triangoli AEF, FEG , 
GEC sia uguale allo spazio. II. Adunque II o è mi- 
nore della superficie che vicu compresa dalle lineo 
rette AF, FG, GC, c dagli archi AB, BC intorno 
alla circonferenza , o non minore di esse. Sia pri- 
mieramente lo spazio II non minore. Adunque poi- 
ché si hanno due superficie congiunte , una di quella 
piramide , che ha per base la superficie quadrango- 
lare AFGC, e '1 vertice E, l'altra conica rinchiusa, 
tra AEC col segmento ABC; ed ambo queste insi- 
stono sui medesimi termini , cioè sulle linee del tri- 
angolo AEC^ò chiaro da ciò che la .superfioie della 
piramide , eccetto il triangolo AEC sia maggiore 
della superficie, conica una col segmento del cerchio 
ABC. Tolto questo segmento , che è ce mone ad en- 
trambe le superficie,., rimarranno i triangoli AEF , 
FEG, GEC, insieme co’ trilinei, maggiore delia, su- 
perficie conica compresa dall' anco, ABC , e dal ver- 
tice E, Ma poiché lo spazio H.si è supposto non 
minore di que' trilinei; saranno per ciò i detti trian- 
goli AEF, FEG,, GEC una collo spazio H mag- 
giori della superficie conica già detta. E cotesti ,friau T 
goli insieme • eon li paleggiano i triangoli AED. » 
DEC. Saranno dunque i triangoli AED , DEC mag- 
giori di quella superficie conica. v , . j 
Sia in secondo luogo lo spazio II minore di qijei 
trilinei , allora descrivasi continuamente intona# 
alla circonferenza ABC le figura poligone , sempre 
dividendo gli archi per .metà, e tirando da' punti 
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dell» divisioni tangenti al cerchio , e ciò sempre fa- 
cendo, finché si perverrà a de’trilinei, che insieme 
presi siano minori dello spazio H ( dim. prop. 5. ) 
Siano dunque tiilinei AMK, KNB, BXL,LOC,che siano 
minori dello spazio H: e da ciascuno de' punti A, 
K, B, L, si conducano le linee rette al vertice E. 
Si dimostra similmente che i triangoli AEF, FEG, 
GEC siano maggiori de’ triangoli AEJd, MEN, NEX, 
XEO, OEC, perocché le basi di quelli prese insieme 
sono maggiori delle bas i di questi prese insieme ; e 
le altezze di tutti sono eg uali. Onde siegue di nuovo, 
che la superficie della piramide, la cui base è la fi. 
gura poligona AMNXOC , e '1 vertice E, eccettuato 
il triangolo AEC , sia maggiore della superficie co- 
nica che fra AEG si contiene, insieme col segmento 
ABC. Tolto dunque cotesto segmento comune ABC, 
la rimanente superficie della piramide, che consta 
de' triangoli AEM, MEN, NEX, XEO, OEC, e 
' de'triliuei AMK, KNB, BXL, LOC sarà necessaria- 
mente maggiore della rimanente superficie conica, 
che tra AEC si contiene. Ma lo spazio H si è posto 
maggiore de'trilinei predetti. Inoltre i triangoli AEF, 
FEG, (*ÉC si sono dimostrati essere maggiori dei 
triangoli AEM, MEN, NEX, XEO, OEC. Dunque 
moltoppiù i triangoli AEF, FEG, GEC, insieme 
collo spazio H, i quali sono eguali ai triangoli AED, 
DEC, sono maggiori della superficie conica. 

Laonde rimane necessariamente dimostrato , che i 
triangoli ADC, DEC siano maggiori ancora della 
medesima superficie. C. B. D. 

Corol. Se dunque si circoscriva ad un cono retto 
una piramide , la superficie di questa, senza la base 
sarà maggiore della superficie conica senza la base. 
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TEOR. IX. PROP. IX. 

» . ' ' 

Se si conducano da due punti di una delle basi 
del cilindr o retto due linee rette a due altri punti 
dell’altra base, la superficie cilindrica frapposta 
a queste due linee sarà maggiore della superficie 
quadrilatera, che risulta da quelle due rette , e da 
due altre che congiungono i loro estremi. 

Sia il 'cilindro retto, la cui base sia il cerchio 
AEB ( fig.Gq. ) , e la sua cima il cerchio CFD: s* 
conducano due linee rette AC, BD, i cui estrem 1 
A, B si congiungano colla linea AB; e cosi pure 
gli altri C, D colla retta CD, le quali seghino i 
cerchi AEB, CFD. Dico che la superficie, del cilin- 
dro racchiusa dalle linee rette AC, BD sia maggiore 
della superficie parallellogramma ABDC, piana. 

Si dividano gli archi AB, e CD in parti ugual 1 
nè punti E, 1?, e si tirino le rette AE, EBy simil- 
mente le CF, FD. Ciò posto, perchè le linee rette 
AE, BE sono maggiori della Adi, e su di esse stando 
i due parallelogrammi AF, FB egualmente alti che 
il cilindro, e'1 parallelogrammo ABDC, saranno i 
due parallelogrammi AF , FB ( i. VI J maggiori 
del parallelogrammo ABDC. Sia lo spazio G uguale 
all’eccesso di, cotesti dite parallelogrammi sul pa- 
rallelogrammo ABDC. Cotesto spazio dunque o è 
minore de' segmenti AE, EB, CF , FD., o non mi- 
nore. Suppongasi primieramente non minore di quelli. 
E perchè la superficie cilindrica troncata dalle linee 
rette AC, BD, eia superficie de' parallelogrammi 
ACFE, BDFE, che hanno le, basi AE, EB, e la 
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stessa altezza del cilindro, ed i triangoli AEB,CFD, 
hanno lo stesso termine, cioè il parallelogrammo 
ABDC , ed entrambe sono concave verso la stessa 
parte, sarà la snperllcie cilindrica troncata dalle 
linee rette AB CD, insieme colle porzioni de’ccroh 1 
AEB, CFD maggiore della superficie composta dai 
parallelogrammi ACFE , EFDB, che hanno la stessa 
altezza del cilindro, c de’ triangoli AEB, CFD: tolti 
ad ambe le parti i comuni triangoli AEB, CFD, la 
rimanente superficie cilindrica troncata dalle linee 
rette AB, CD, insieme co’ segmenti de’ cerchi AE , 
EB, EF , FD, sarà maggiore della superficie de’pa- 
rallellogrammi ACFE, BEFD. Ma questi due paral- 
lelogrammi sono uguali al parallelogrammo ACDB 
insieme collo spazio G. Adunque tolta da qnestc 
due lo spazio G, dà quelle i segmenti, che sono mi* 
nori di G, rimarrà la superficie cilindrica maggiore 
del parallelogrammo ABDC. 

Sia in secondo luogo lo spazio G minore de’se- 
gmenti AE, EB, CF, FD , e si dividano per metà 
gli archi AE, EB, CF, FD,e così CF, FD nè puuti 
If, K, L, M, c si congiungano le rette All, HE, 
EK, KB, (X, LF FM, MD, e così si continui, 
finché si giunga a de’ segmenti, che uniti siano mi* 
nori di G. Dimostreremo similmente che i parallel- 
Iogrammi , che hanno le basi AH, I1E e la stessa 
altezza che il cilindro, siano maggiori de’ parallelo, 
grammi, che hanno le basi AE, EB, e la stessa al- 
tezza del cilindro. Ora la superficie cilindrica tron- 
cata dalle rette AC, DB, insieme co’segmenti AEB, 
CFD avendo per termine il parallelogrammo ACDB; 
e lo stesso termine hanno i parallelogrammi, che 
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poggiano folle basi All, HE, EK, KB, della slessa al- 
tezza del ciliudrOjCO* i rettilinei AHE , EKB, CLF,MDF, 
ed essendo concave verso la stessa parte, c la cilin- 
drica superficie comprende la rettilinea, sarà la com- 
prendente maggiore della compresa. Se dunque dalla 
superficie cilindrica, co’ segmenti AER , CFI) , e dai 
parallelogrammi delle basi AH, HE F,K , KB, in- 
sieme co’ rettilinei A 11 EK.B, CLFMD si tolgano co- 
lesti rettilinei di comune, la rimanente superficie 
cilindrica unita a’ segmenti AII, HE, EK, KB, CL, 
LF, FM , MD, sarà maggiore de' parallelogrammi 
delle basi AII,IIE,EK, KB, c dell’altezza stessa del 
cilindro.' Ma queste superficie pocanzi si sono di- 
mostrate maggiori de' parallelogrammi AF, FB,cqealti 
clic il cilindro, e queste sono uguali al parallelo- 
grammo ACDB insieme collo spazio G. Adunque la 
superficie cilindrica compresa fra le rette AC, DB, 
insieme «/segmenti All, HE, EK , KB, CL, LF, 
FM, MD sarà maggiore del parallelogrammo ACDB 
collo spazio G: tolgasi da questo G, e da quella i 
segmenti, e sono questi minori di G , rimerà la su - 
perfide cilindrica fra AC, BD maggiore del paral- 
lelogrammo ABC.D. 

Laonde se si conducano da due punti ec. C. B. D. 

Corol. Se dentro del cilindro retto s’iscriva un 
prisma di lati uguali, la superficie cilindrica, senza, 
la base, è maggiore della superficie del prisma. 
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TEOR. X. PROP. X. 


Se nella superficie di un cilindro retto si tirino 
due linee rette , e da loro termini si tirino le ta n- 
genii al cerchio base del cilindro , le quali siano 
nello stesso piano del cerchio , e coteste tangenti 
concorrano ad un punto : i parallelogrammi de- 
scritti sulle tangenti , e della stessa altezza del 
cilindro sono maggiori della superficie cilindrica 
contenuta dalle due linee rette tirate sulla super- 
ficie del cilindro. 

Sia il cerchio AHC ( fig. pò. ) la base di un ci- 
lindro qualunque , e siano nella superficie cilindrica 
due linee ratte , i cui termini siano A , C , e da 
questi termini siano tirate due tangenti al cerchio, 
e nel medesimo piano con esso, le quali concorra- 
no nel punto G , e dai termini delle rette nella ci- 
ma del cilindro , si tirino altre due tangenti al cer- 
chio; e nell' istesso piano con esso e concorrenti ver- 
so la stessa parte delle altre. Dico che i parallelo- 
grammi che hanno le basi AG , GC , e 1 altezza 
stessa del cilindro cioè AP, PC , siano maggiori 
della superficie cilindrica racchiusa dalle linee tirate 
su di essa, e dagli archi AHC, BQM. 

Imperocché diviso l’arco AHC per metà in H , e 
da esso si tiri la tangente EHF , che si distenda 
dall’ una parte, e dall’altra, fino ad intersegare le 
tangenti AG, GG ne’punti E, F; e da’ punti E , 
F si innalzino due linee rette, che siano parallele 
all'asse del cilindro, fino alla cima di esso, che è 
il cerchio opposto alla base. Saranno iparallelogram- 
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mi descritti su ili AG ,' e GC, e dalla stessa altezza 
del cilindro, maggiori degli altri constiluiti sulle basi 
AF. , EF, FC , e della stessa altezza che i primi.' 
Perchè essendo EA uguale ad EH, CF uguale ai 
HF , le due AE , CF saranno ugnali ad EF: ’a^ 
ginngansi di comune le due GE, GF, sarauno le 
GA , GC maggiori delle AE , EF , FC, e periTi 
rettangoli delle basi GA , GC sono insieme maggiori 
di que' delle basi AE, EF, FC , e insirme della 
stessa altezza. Ora l'eccesso de' rettangoli di AP, 
PC sopra quelli di AN, NF , FM sia dinotato' dillo 
spazio K: la metà di questo o è maggiore de'trili- 
nei AEH, HFC, o non è maggiore. Sia primiera 
mente maggiore. E perchè le superficie de' paralle- 
logrammi ABNE, ENOl*, OMCF insieme «/rettili- 
nei AEFC , BNOM, e la superficie cilindrica rac- 
chiusa fra le BA, ed MC , e gl? at-chi AHC, BQM 
insieme co' segmenti AHC, BQM Sono concavi verso 
la stessa parte , ed hanno per termine comune le li- 
nee BA, MC, Atì, BM, saranno qnelle maggiori di 
queste; laonde tolto di comune alle basi i segmenti 
AHC, BQM, -rimarranno i parallelogrammi ABNE, 
ENOF, CMOF co'trilinei AEH, HFC,BNQ, QOM 
maggiori della superficie cilindrica racchiusa dalle 
rette AB, MC, e dagli archi AHC, BQM. Ma ! 
rettangoli ABNE , ENOF , OFCM , insieme co'tri- 
linei AEH , HFC , BNQ , QOM sono minori de'ret- 
tangoli ABPG , CMPG , poiché questi furono pósti 
ugaali à que’ rettangoli insieme collo spazio K, ed 
i trilinei sono minori di K. Laonde si conchiude , 
che la superficie de' rettangoli ABPG, PMCG sia 
maggiora della’ superficie cilindrica sbpradetta. 

d 
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Sia in secondo luogo la metà dello spazio K non 
maggiore de'trilinei, e si dividano gli archi conti- 
nuamente per metà, e tirando tangenti, che ne tol- 
gano delle porzioni maggiori della metà, finché si 
pervenga a dei trilinei minori della metà di K, e 
poi si continui la dimostrazione, come nel caso pre- 
cedente , e si verificherà T assunto. 

Per la qual cosa, se ec. G B. D. 

Corollario. Se si circoscriva al cerchio base del 
cilindro un poligono , e poi si iunalzi su di esso 
una figura solida compresa da parallelogrammi, la 
superficie della circoscritta , senza le basi, sarà mag- 
giore della superficie cilindrica, senza le basi. 

TEOU. XI. PROP. XI. 

-i/n t\ 4 ' 

t La superficie del cilindro senza leba si è uguale 
ad un rettangola! di cui un lato .intorno all'an- 
gelo- retto è uguale, al lato del cilindro, V altro 
alla circonferenza di una delle lati. > t 


ì : • ' 

/Sia il cerchio ABCO ( fig. 71 ) la base di un oi- 

ti**!» , VY il ino asse, che rappresenta un suo lato. 

che la superficie di tal cilindro, senza le basi, 
fia uguale al rettangolo PQRS, di coi il lato FQ in- 
torno all’angolo retto sia uguale ad V Y, l' altro QB. 
qguale alla. circonferenza ABCD della base. . , 
^Imperocché se ciò non sia, la superfìcie del cilin*^ 
dro 0 sarà maggiore del rettangolo PQRS, a minore 
di^aj^o. Sia pi unieramente maggiore; e nel cerchio 
£BCQ si inscriva il quadrato ABCf), e si dividano conti? 
n ut mente per me tà gli orehi sottesi dai lati, di asso. 
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e si contiuui. Di j>oi si ergano su tali poligoni dei 
prismi egualmente alti, che il cilindro, e tanti se 
ne alzino, finché si pervenga ad un prisma, la cui 
superficie sia maggiore di quella del rettangolo 
PQKS.Sia un tal prisma quello che si costituisce dal 
poligono EAFBGCHD. Sarà la superficie di cotesto 
prisma* uguale ad un rettangolo contenuto da una linea 
retta ugnale al perimetro del poligono, e dall'altra 
uguale al lato stesso del cilindro. Ora il perimetro 
della base di cotesto prisma essendo minore della 
circonferenza del cerchio ABCD , la quale è uguale 
al lato QR del rettangolo, ed essendo l'altezza del 
prisma uguale a PQ, sarà la superficie del prisma 
minore del rettaugolo: ma n'è maggiore, il che à 
assurdo. 

Sia la superficie cilindrica minore del . Rettangolo 
PQRS; e si circonsoi iva f al. cerchio ABCD .il qua** 
drato MNGL, e su di esso .si erga un prisma egual- 
mente alto, che il cilindro, sarà la superficie di co- 
testo prisma maggiore di quelli^ del cilindro perohfe 
quella comprende questa. 

Laonde se si dividano per metà gli archi EF 
FG, GH, IIE, e si tirino le tangenti a questi puliti, 
sul poligono formato si ergano dei prismi alti coipe 
il cilindro, • ciò si continui, fino a ohe la superficie 
del prisma a base poligona sia minore del rettangolo, 
PQRS. Il che può efiettnirsi. S’innalzi, c sia quello 
che si faccia sul poligono KOPQRSTZ. Sarà la su- 
perficie di cotesto prisma uguale al rettangolo con- 
tenuto dalla linea retta uguale al di lui perimetro, 
c da uno dei lati dei rettangoli , che lo circondano: 
sarà dunque questo rettangolo minore d| PQRS^frf 
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essendo l’altezza PQ comune ad entrambi come lato 
del cilindro, sarà il perimetro del poligono minore 
delle base QR r ma questa è ugnale alla circonfe- 
renza ABCD. Dunque quel perimetro sarà, minore 
di questa circonferenza , il che è assurdo. 

Dunque non può essere la superficie del cilindro 
minore di quel rettangolo. E si è dimostrato non 
potere essere maggiore. Segue, che le sia uguale. 

Adunque la superficie cilindrica senza le basi è 
Aguale C. B. D. ■ » 

Corel? SI tagli QX uguale al raggio della baso 
del cilindro, e si prolunghi PQ in Y, finché PQ 
sia ngua'le a PÌ^, c si tirino XR,YR.Satà il trian- 
golo XQR uguale rii cerchio base del cilindro (prop. 
5. Ardi. ) , ed RQY uguale u I’QJìS , e quindi 
Alla superficie cilindrica. Ed essendo il triangolo 
QRY ad XQk come QY a QX. 

Sarà la supèrficie cilìndrica alla stia base, come 
il doppio lato al 'raggio della lase. ’ ‘ 

’S^dHó. Sé'^i' prenda una media proporziòuale tra 
il lato del cilindro, e’1 diametro del cerchio baso 
di ‘esso ìriflintìro. il cerchio descritto dal raggio Hi; iale 
a ‘ itile' inedia proporzionale sarà uguale alla superficie 
«fòilindro. 

Imperóc'ciiè si chiami X ( Jtg. ps. ) cotesta media, 
éd il 'rettàngolo’ ÀC sia contenuto da AB , e BC , 
delle 'qdìiìi AC sia il lito del cilindro BC la cir- 
co riferì nzà della base , e si tagli EB uguale al dia- 
metro della base . e si coinnia il rettangolo EC. 

-v i . ; ’fpa» 
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gio EB , ( prop. 4 XII. ). Ed AB jSta a. BEI come 
il rettangolo AC al rettangolo EC. Ma la circonfe- 
renza BC è metà della circonferenza dei raggio 
KB , essendo EB doppio del raggio della base , e le 
circonferenze sono come i raggi ( prop. 6. Arch. ). 
Laonde il cerchio del raggio EB è uguale al ret- 
tangolo d» esso raggio nella me là della sya circon- 
ferenza, ossia uguale al rettangolo EBCF. Dunque 
sarà AC, ad EC come il rettangolo di X nella metà 
della sua circonferenza al rettangolo di EB in BC j 
onde AC sarà uguale al rettangolo di X nella metà 
della sua circonferenza. ( prop. 44- V- )\ ,.J 

Laonde la superficie cilindrica è uguali pure 
ad un cerehioni cui raggio è medio proporzionale 
tra il lato del cilindro , e'I diametro della sua base. 
TKOR. XII. PROP. XIL 
La superficie del cono retto, senza la base è 
■uguale ad un triangolo rettangolo , di cui un lato 
di jue‘ che contengono V angolo retto è uguale al 
lato di esso cono, e t altro alla circonferenza del 
cerchio , che li è di base. 

Sia il cono ABCDV ( fig-p3 ), di cui la base 
sia il cerchio ABCD, V il veitice, e '1 triangolo 
rettangolo PQR,il cui lato PQ che contiene l’augolo 
retto sia uguale al lato del cono, e l'altro QR alla 
circonferenza del cerchio ABCD base di esso cono. 
Dico la stiperei* del oono ABCDV essere uguale 
al triangolo PQR. 

Imperocché se la superficie del cono ABCDV non 
è aguale al triangolo PQR , o sarà maggiore , o «ni- 
pote- Sia primieramente maggiore, e s'inscriva nel 
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cerchio 1 il quadrato . ABCD , • sopra di esso si alzi 
nna' piramide dello stesso vertice del cono, e pòi 
dMst per mjeti gli archi AB, BC, CD, DA , con- 
giungansf le corde, e sull'emergente poligono si alzi 
tina piramide dello stesso vertice del cono, e divi- 
dendo sempre gli 'archi per metà , si continui o<l 
iscrivere poligoni, ed innalzare su di essi piramidi, 
fincìiè sl pervenga dd otta piramide, la cui super- 
ficie sia maggiore del triangolo PQR ( Lem. alta 
prop. 3. XII J.E perchè la superficie della pira- 
mide iscritta nel cono è ugtiale ad nn triangolo, che 
ha per base una retta uguale al* suo perimetro , che 
1 minore della circonferenza ABCD; e per altezza 
¥ altezza di uno de' triangoli che chiudono la pira- 
mide, che è pure minóre del lato del cono f prop. 
3. Arch. ) , sarà questo triangolo maggiore di PQR? 
ma è minore per essere si la base , che 1' altezza di 
.quello minore di quella del' triangolo PQR. Il che è 
assurdo. Dunque la superficie del cono ABCDY nei 
è maggiore del triangolo BQR. Dico ne anche e$sei > 

minore.' ,V : ; yhi 

Perocché se pub essere sia minore, e si circoscrr i 
al cerchio ABCD un quadrato, e si erga su' di es • 
nna piramide alta come il cono. -Sarà la superile : 
di questa maggiore di quella del triangolo,' p 
èssere il perimetro della base di questa maggio 
della QR base del triangolo , thè' rappresenta h c 
.conferenza ABCD ( prop. 3 Arch. )•• Adunque di 
dendo continuamente gli archi fra i lati del qi 
drato, ed ergendovi delle piramidi, e si faccia se 
pre f finché si pervenga ad una, la- col snperfi 
eia minore del triangolo PQR. Sia - quella, che 
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alza sul poligono KLMNOPQR. Ed essendo la su- 
perficie di questa ugnale ad nn triangolo la cui base 
è uguale al perimetro del poligono, e l’altezza 
uguale all altezza di uno de triangoli, che comprènde 
la piramide, sarà questo triangolo mù ore del trian- 
golo PQR , ma nc è maggiore, per essere la base 
di qual triangolo maggiore di QR , che uguaglia la 
circonferenza. Il che è assurdo. Dunque la superficie 
del ceno ABCDV non è minore del triangolo PQR , 
e si è dimostrato non essere maggiore. Dunque è 
uguale. '• • i " •' • s> 

Laonde la superficie del cono ec. C. B. D. 

Corni. Si tagli G Q uguale al raggio del cérchio 
base del cono, e si unisca GR. Sarà il triangolo 
GQR uguale a quel cerchio ( prop.5 ArcJi.). Onde 
siccome PQR sta ad EQR, così PQ ad GQ (prop.i.VI. ). 

Sarà la superfìcie del cono alta sua la se come 
il lato del cono al raggio di essa Base. 

Scolio. Se si prende fra il lato del cono, e T rag- 
gio della base una media proporzionale; e con que- 
sta, come raggio, si descriva nn cerchio. Sarà cotesto 
Cerchio uguale alla superficie del cono , senza la 
base. Imperocché sia M cotesta media poporzionale 
Sarà PO ad M, come M a GQ', é quindi { ief. io 
V. Eie. ) PQ a GQ in duplicata ragione di M a GQ, 
ovvero come il cerchio del raggio M a quello del 
raggio GQ ( prop. 2 XIL ). Ma PQ è a GQ come 
il triangola PQR al triangolo GQR, sarà il triangolo 
PQR al triangolo GQR, come il cerchio del raggia 
M a quello dèi raggio GQ. Ma il triangolo GQR è 
uguale al cerchio del raggio GQ; Dunqne il trian- 
golo PQR è uguale al cerchio dèi raggio E 9 è 
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PQR uguale alla superficie del cono. Dunque la su- 
perficie del cono è uguale al cerchio d,el raggio M 
Laonde la superfìcie del cono # uguale ad un 
eerchio, il cui raggio è medio proporzionale tra 
il lato del cono , e ‘l raggio della sua base. ' 


\fr 


TEOR. XIII. PROP; XIU. 


Ogni cono retto è usuale ad una piramide la 
cui base è uguale al cerchio base del cono, e l’al- 
tezza uguale a quella del cono. 


; -N • • - , • jfa * ’ ’ •* 

Sia il cono ABCDV , ( fìg- )> e I a piramide 
HKRY, la cui base HKR sia uguale al cerchio ABC, 
e 1* altezza uguale a quella del cono. Dico il cono 
essere uguale alla piramide 

Se il cono non e uguale alla piramide, le sarà 
maggiore, o minore. Sia primieramente il cono mag- 
giore della piramide, e s’iscrivano nella base del 
cono tanti poligoni, e tante piramidi si ergano della 
stessa altezza, finché si giunga ad iscrivere nel cono 
una maggiore della piramide IiKRY. Avendo questa 
la stessa altezza, saranno come le basi, perciò il po- 
ligono iscritto nel cerchio base del oono sarà mag- 
giore del triangolo HKR} ma questo è uguale al 
cerchio base del cono. Dunque il poligono iscritto è 
maggiore al cerchio in cui è iscritto, ciò che ripugna. 

Sia ora il cono minore della piramide. E si co- 
stituisca una piramide della stessa altezza del cono, 
la cui base o tocchi coi suoi lati il cerchio , o lo 
comprenda, c sia minore della piramide HKRY. 
Sarà la base della costrutta piramide minore di HKR, 
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avendo la stessa altezza fra loro , c quindi del cer- 
chio ABCD,che è assurdo, essendo questo compreso da 
quella. Non è dunque il cono minore della piramide 
liKRY ; e si è dimostrato uou essere maggiore. Dun- 
que è uguale. , 

Laonde ogni cono è uguale ec. C. ti. D. 

CoroL Apparisce da ciò che la solidità del cono 
potrà similmente , come la piramide , valutarsi in 
grandezze discrete , come in piedi cubici , o palmi , 
moltiplicando la base del cono per la terza parte 
dell J altezza -, e siccome la base del cono è cerchio , 
così dipende la solidità del cono dalla quadratura 
del cerchio, che si ha co' metodi di approssimazio- 
ne, corno eseguiremo appresso, trattando della mi- 
sura del cerchio. Ed essendo il cilindro triplo del 
cono che ha la stessa base , e la medesima altezza , 
si otterrà la solidità del cilindro moltiplicando la 
base per 1’ altezza. * . 

TEOR. XIV. PROP. XIV. 

JLV \ -n.:: vV, 1 «P*t? 

Se un cono equilatero si seghi coi}, un piana 

parallelo alla base , la superficie conica frapposta 
ai piani paralleli sarà uguale ai un rettangolo 
contenuto dal lato del cono troncato perso la base, 
e dalla metà delle circonferenze dei due cerchi 
paralleli. 

Sia il cono equilatero ABCDE ( fig. jft ), la cui, 
base sia il cerchio ABC, il vertice E, jl. triangolo 
rettangolo EOA sia il generatore dej cono ABCDE 
e si seghi tal cono col piano MNR parallelo alla 

SL'lìh r risiavi 
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base AI1C , che farà la sezióne un cerchio ( def. i8 

• XI. ). Dico la superficie conica tra MNR, ed ABCD 
essere uguale al rettangolo contenuto da una retta 
uguale alla metà delle circonferenze ABC, MNR, 
e dal Iato MA ad essi piani paralleli frapposto. 

S'innalzi dal punto A al lato EA del cono la 
ferpendicolare AK , la quale sì ponga uguale alla 
•circonferenza ABCD, e si unisca EK. Sarà il trian- 
golo EAK uguale alla superficie del cono ABCDE 
Y prop.iv Arch.J, e dal punto M si tiri MII parallela 
,ad AK. Sarà questa uguale alla circonferenza RNM. 
Imperocché essendo EM, ad EA, come MH ad AK 
pe' triangoli simili EMH, EAK, e per gli altri 
-triangoli EMC, EAO, EM ad EA , come GM ad 
OA-. Sarà ( prop h.V. ) GM, ad OA , come MH 

• ad AK : ma i faggi dei cerchi sono come le circon- 
ferenze loro. Sarà GM ad OA, come MH ad AK ; 

ed AK è uguale alla circonferenza ABCD. Dunque 
MH sarà uguale alla circonferenza MNR, quin-' 
di il triangolo 'EMH ò uguale alla superficie del 
cono MNE (prop. ia Arch.J. Ed essendo EAK uguale 
«11* superficie dell’ intero cotiò ABCDE, sarà il 
'trapezio MAKH uguale alla' superficie del cono tróir- 
1 oato ABCDMNR. Si unisca MK. Sarà il trapezio 
.MAKH uguale ai dah triangoli MàK, MKH, i quali, 
4mngnaccbè^eqéeàTtf;.‘ saràùulT uguali ad un sòl 
, triangolo dell' altezza comune MA, e della bàse uguale 
alle due MI1, AK , che sono uguali alle circonfe- 

* A&CD^MNR;''^ t natalo essendo 

‘tignale al- rettàngolo contenuto dtiìlà SU , * e dalla 
■metà delle MA', AK base di ' esiò sarà cotesto rei- 
-tahgolo tigualè 1 alla superficie cftlìc a tra i’^nanfpa* 
radali ABCD , MNR. 
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, Adunque se un cono si seghi con un piano pa- 
rallelo ec. C. B. D. '/' ' - *• " 

• Scolio: I. Divìdasi MA per metà in X, e si tiri X Y 
parallela alle OA, GM, ed MT parallelo alla GO, 
aarà XY metà delle OA , GM. Imperocché essendo 
le GM VY , OT ugnali fra loro , saranno • & 
OT, e GM doppie di YY. Ma pei triangoli si- 
mili MVX, MTA , MA essendo doppia di MX, 
aarà anche AT doppia di VX , onde OA , e GM 
saranno doppie di XY: cd essendo le circonfféèenaa 
come i loro raggi, sarà la circonferenza dèi raggio 
XY metà delle circonferenze ABCD, MNR. Per là 
qual casa essendosi dimostrato la superficie del cono 
fra i piani paralleli ABCD, MNR aguale al rettan- 
golo contenuto dal lato troncato MA , e dalla metà 
delle circonferenze ABCD, MNR , sarà la stessa stf- 
perficie uguale al rettangolo contenuto' dallo stesso 
lato MA, e dulia circonferenza di quel ce chio, il 
cui raggio è la linea tirata dal punto medio X di 
MA parallela alle OA,e GM, e distesa sino all'asse 
del cono. • c •« A y- 

Laonde la superficie dì un cono troncato è ugnale 
ad un rettangolo contenulo dallato del cono tron- 
cato , e dalla circonferenza del cerchio , che dal 
punto mrdio dì esso lato si conduce parallelo ai 
piani opposti. . -.raìiì 

Scolio. II. Prendasi una media proporzionale H fra 
•il lato MA, e. la somma dei raggi OA , e GM, co- 
sicché sia MA ad H, come fi ad OA, e GM: ed 
.essendo i raggi come le loro circonferenze, sarà MA 
ad H , come la circonferenza di H alle circouferense 
dei raggi OA, GM, e queste essendo come logoro 
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metà. Sarà MA ad H, come la metà della ciré dif- 
ferenza H alla metà delle circonferenze delle 
PA, GM, ossia della circonferenza YX. E quindi 
il rettangolo di MA e della circonferenza di Xt 
eguaglia quello della metta della circonferenza di 
fi 4el raggio J{ ed essendo quel rettangolo uguale 
alla superficie del cono troncato ( scoLprec. ), sarà 

Rettangolo di H , e della mela della sua ci r con- 
iereuza uguale alla medesima superfìcie. Ma il rettan- 
golo contenuto dal raggio H, e dalia metà della 
circonferenza del suo cerchio è uguale al cerchio 
4el raggio H ( prop. 5 Ardi. ). 

Dunque la superficie conica fra i piani paral- 
leli è uguale al cerchio , il cui raggio è mediti 
proporzionale fra il lato troncato del cono, e la 
to/nma de due raggi degli opposti cerchi. 

LÌ . .. TEOH. XV. PROP. XV. 

iti / ojxraty ;Ji* ,/ ; i . 

9 * Se vi siano due coni equilateri , e sia la super- 
ficie di uno uguale alla base dell' altro el' alte zza 
del primo uguale alla perpendicolare condotta dal 
centro della base del secondo sopra un suo lato, 
quei due coni saranno uguali fra loro. 

Siano due coni equilateri ABC, DEF ^ fig. pG ) 
e pongasi la base del cono ABC uguale alla super- 
ficie DFE, e l'altezza CG sia ugnale alla perpen- 
dicolare HK , che dal centro II della base si con- 
dnce perpendicolare ad uno dei lati del cono DEF, 
phe sia DF. Dico questi due coni essere fra loro uguali. 

Perchè dunque la base del cono ABC pareggia la 
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superficie det cono DEF , e grandette uguali hanno 
ad una terza egual ragione: sarà còme la base BA 
alla base DE, cosi la superficie DEF alla sua base. 
Ma come la superficie alla propria * base , cosi sta 
FD, ad DH, e pei triangoli simili FDH, FKH, FD 
ad DH , come FH ad HK, ed è HK uguale ad CG. 
Dunque come la base del cono ABC alla base di 
DEF così l’ altezza di questo all' altezza di quelli)* 
Reciprocandosi dunque in cotesti coni le basi colle 
altezze, essi saranno eguali ( prop. i5 KIT.' 1 ). 

Laonde se vi siano due coni equilateri ec. C.B.D. 

, . (1 ! >"> 

TEOR. XVl. PROP. XVI. * W ' ,b * 
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Ogni romio iconico composto di coni e< 
è uguale a quél cono, la cui làse pareggia ' là* 
superficie di Uno dei coni componenti il rombo cò- 
nico , e l' altezza uguale a quella linea che 
vertice dell’altro cono Conducisi perpendicolare a 
qualunque lato dell' altro conó- 
. 

Sia il TOnibo composto di due coni equilateri 
AfiCD (fi*. jd ), la crii base sìa II cerco o descritto 
intoriio al diametro BC , e Foltezza AD. Espongasi 
l’altro còno GHK, che abbia U base uguale alla Su- 
perficie del cono ABC, e 1 altezza eguale alla linea 
DF , che dal' pùdtò D si Conduce ber^endicòlàre al^ 
lato AB ; l' altezza poi del cono GHK sia HL: è sia 
HL eguale a DF. Dico, che il cono uguagli il rombo. 

Espongasi anche l’ altro cono MNX che abbia la 
base uguale alla base del cono ABC, e l’altezza 
ugnale alla AD e sia tale altezza NO. Perchè 
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dunque NO è ugale alla AD, sarà perciò come' NO 
a AE, così AD ad AE. Ma come AD ad AE , cosi 
il rombo ABCI) al cono ABC, perciocché essendo i 
due coni ABC, DBC della stessa base BC, saranno 
ome le altezze DE, E A , onde componendo sarà 
rombo ABCD a cono ABC, come DA ad AE. Sic- 
come poi NO a AE , così il cono MNX al cono . 
ABC,- essendo le loro basi uguali. Dunque come il 
cono MNX al cono ABC, così il rombo ABCD al 
cono ABC. Laonde il cono MNX è uguale al rombo 
A#CD: slmilmente perchè la superficie di ABC è 
uguale alla base di GI1K. Adunque come la super- 
fìcie del cono ABC alla sua base , così la base di 
GIIK alla base di MNX. ma come la superficie del 
cono ABC è alla sua base, così AB, a BE, che fe 
lo stesso di AD a DF, per essere {'triangoli ABE, ' 
ADF simili; perciò come la base di GITA alla 
base di NMX, così AD a DF.È poi AD eguale ad 
NO , per supposizione, e DF eguale ad 1IL: onde 
come la base di GHK alla base di MMX, così l'al- 
tezza NO all’altezza IIL. Adunque i coni GHK, ed 
MNX hanno le basi reciprocamente proporzionali 
alle altezze: perciò questi coni sono eguali. Si è di- 
mostrato il cono MNX essere uguale al rombo ABCD. 
Laonde anche il cono GHK necessariamente è uguale 
ni rombo ABCD. 

Adunque ogni rombo composto di due coni equi- 
lateri, ec. C. B. D. 

OfWn fi onoo f. sUbVj '.AÌ . 
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TEOR. XVL PROP. XVI. !.. 
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iZ cono equilatero tia segato -da un piano! 
parallelo alla sua base, e dal cerchio prodotto*, 
nella sezione sbdescriva in giù un cono, che ab- 
bia il suo vertice allocato nel centro della base 
del primo cono, il rombo conico , che risulta da 
questore dall’altro cono superiore , se fi tolga , 
da tutto il cono di prima, il rimanente sotida 4. 
uguale ad un cono, che ha la base uguale alla 
superficie racchiusa tra i piani paralleli, e fi al- 
tezza uguale alla perpendicolare , che dal centra, 
della base flel primo f orto si conduce ad ognuna 
dei suoi lafi. ll t /. : » ;; 

„ , j ( i; i.» ;.«•* . ’ ir. **!. •.—} . .i.t 1 

Sia il cono equilatero ABC ( jig* .•) 8 ), il quale* 
sia segato da un .piano parallelo alla di lai basa. Sia 
DE cotcsta sezione , ed F il centro 1 della base; e M 
cerchio, il di cui diametro è DE descrivasi il cono, 
il cui vertice sia F: così si ha il rombo RDFE con- 
stituito di due coni equilateri. Espongasi anche il 
cono KIIL, la cui ha se sia egoale alla superficie, che 
1 tra AC, e DE si contiene , e l'altezza eguale alla 
perpendicolare FG , condotta dal 'centro F sul lata 
AB. Dico adunque , che se dal cono .^RC intendasi 
tolto il rombo BDFE, il solido cb$ rjn^ne , sar^ 
aguale al cono H K J « . . ^ \ oVù\<v »• 'Ut 

v Espongaci similmente dna, «ufi JIN^.-OPR » 
modo ^ che la basidi, MNX .aia ugual* , v #Ua super, 
fiele del cono ABC, e l' altezza eguek,*d' FG* Pe*^ 
ciò il cono MNX è nguale *1 cono .A$Q,( propesi 
arch. ). E per eh 4 la base del cono QPR si i posta 
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aguale alla superficie del cono DEB, e F allessa 
uguale ad FG, il cono OPR è uguale al rombo 
BDFE ( prop. antec. ). E perchè la superficie del 
cono ABC componesi di BDE, e di quella, che è 
tra DE, ed AG- inoltre la superficie del cono ABC 
è uguale alla base del cono MNX; e la superficie 
del cono BDE è uguale alla [base del aono OPR , 
quella poi , che è tra DE , ed AC eguaglia la base 
di KHL: segue, che la base di MNX sia ugnale alle 
basi dei coni DEL , OPR. Ed essendo questi coni 
egualmente alti , sarà il cono MNX eguale ai coni 
HKL, OPR insieme presi ( prop. n. XII. ). Ma 
il cono MNX è uguale al cono ABC, el cono OPR 
eguaglia il rombo BDEF. Adunque il rimanente cono 
HKL è uguale al solido, che resta nel primo cono 
toltone il rombo. 

Laonde se un cono equilatero sia segato con un 
piano ec. C. B. D. 


TEOR XVIII. PROP. XV1U. 



•j '«Se uro de coni equilateri onde è composto il 
tórnio seghiti con un piano parallelo alla base ì 
» dal cerchio prodotto nella sezione ii alzi un 
«wio'T al vertice delt altro cono : dipoi da tutto il 
primo rontbo tòlga si ‘il rombo secondo, ' il rimag- 
liente solido eguagli p un cono , la cui base è 
Uguale a quella superficie del cono f che è frtt il 
pianò segante , e la Fase, il V 'altezza uguale alld 
pdrpendicólnre,vhe si 'conduce dii Pertico dell altro 
tono ad ias idio del primo. ^ 

• 1** •? •* l> li'? 9 * *i‘ *1 *•*••••* .f y «*- 
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Sia il rombo ABCD (Jtg. 79 ) composto di coni 
equilateri , ed uno di quei coni sia segato da un 
piano parallelo alla base, e si faccia la sezione EF, 
è dal cerchio il cni diametro è EF ergasi un cono, 
che ha il ponto D per vertice, onde risulta il rombo 
EBFD , il quale s’intenda tolto da tutto il rombo. 
Espongasi il cono I1KL, che abbia la base uguale 
alla superficie del cono racchiusa tra la base AC, 
e '1 piano segante EF , e 1' altezza ugnale alla per- 
pendicolare DG, che dal punto D conducesi al lato 
11A. Dico dunque, che il cono HKL sia uguale al 
detto residuo. . * 

S’intendano esposti cotesti due coni, cioè >1 cono 
MNX, ed OPR; e la base del cono MNX pongasi 
uguale alla superficie ABC, e 1* altezza uguale a DG, 
sarà ( prop. i6Arch.) il cono MMX eguale al rombo 
ABCD: la base del cono OPR si ponga ugnale alla 
superficie del cono EBF , a l'altezza eguale alla 
linea DG, similmente il cono OPR è ugnale al 
rombo EBFDi Perché dunque la superficjg del cono 
ABC è composta della superficie del cono EBF , e 
di quella, che è tra i piani EF, AC. Inoltre la su- 
perficie del cono ABC è uguale alla base di MNX, e 
la superficie EBF eguaglia la base del cono POR, 
e quella che è tra i piani EF, AC è uguale alla 
base di I1KL. Adunque la base di MNX è uguale alle 
basi dei coni OPR, HKL , e souo questi coni della 
stessa altezza, perciò il cono MNX è uguale ai coni 
HKL, OPR Ma il cono MNX è uguale al rombo 
ABCD, e’1 cono OPR al rombo EBFD. Adunque 
il rimanente cono HKL sarà necessariaineuta uguale 
al residuo. 

10 
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secondo una certa superficie conica la Qui base, èi 
il cerchio del diametro MG, e ’l vertice un punto 
nel concorso delle FG, MN nella linea AC: e cosi 
le lince BG , MD saranno prodotte seco ndo una co- 
nica superficie , che ha per base il cerchio del dia- 
metro BD perpendicolare al cerchio ABCD, e ’I ver- 
tice del cono similmente a qual punto ove s'incon- 
trano le linee BG, DM tra loro colla linea AC, se 
si prolunghino. Lo stesso accade nell’ altra parte del 
semicerchio in un modo inverso. Ciò posto la super- 
ficie dal solido inscritto nell’ emisfero BGFANMP 
ha colla superficie della sfera lo stesso termine, che 
è il piano del cerchio di BD , e sono ambo le su- 
perficie cave verso la stessa parte , e la sferica ab- 
braccia quella del solido, sarà quella maggiore della 
superficie di questo. Il cho intendendosi per l’altro 
emisfero. Si conchiude essere la superitela sferica 
maggiore di quella defi’ intero solido. , j 

Laonde se nel cerchio massimo ec. C. B. D. 

CoroL Segue dal ciò che la superficie di un se- 
gmento sferico sia maggiore di quella del solido in 
esso inscritto. 

■ ■■' ' ..... <• . «...u Vi. iva 

TEOI1. XX. PIIOP. XX. n . . . \ , 

o> -r, 1 -' \ . ... . sWi» o'iv.-.r -À 

Sa ad un cerchio massimo della sfesa ti cirpon- 
scriva un poligono di un numero pari dj lati , ed 
,asso. cerchio si rivolga intorno al suo, diametro, 
il poligono circoscritto al cerchio nel/ a rii/oltt- 
zione di questo genererà un solido, che sarà cir- 
coscritto alla sfera* la superficie di quatto torà 

• w m* ? & ( ùiigìpfan., tU a;jA , 
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Sia nella sfera il cerchio massimo ABCD ( fig. 81 ) 
intorno al quale si descriva una figura FNGMLPEO di 
molti lati ugnali, e di numero pare, e si rivolga intorno 
al suo diametro fisso AC colla figura ad esso ABCD 
circnscritta. Dico che la superficie del solido gene- 
rato in tal rivoluzione sia maggiore della superficie 
della sfera ABCD a cui è circoscritto. 

Congiungasi la retta RH fra i contatti di due 
lati della figura circoscritta, Rivolgendosi il cerchio 
ABCD intorno ad AC , la RII movendosi anch' essa 
farà un cerchio perpendicolare al diametro AC. Que- 
sto sarà un limite lauto della superficie della por- 
zione sferica RA 1 I , quanto del solido - RNGMH ad 
essa circoscritto; ed essendo quella superficie compresa 
da questa, sarà la prima minore della seconda. Lo 
stesso dimostrasi per ogni altro segmento sferico , e 
'poi per l'emisfero. 

Laonde se ad un cerchio massimo ec. C. B. D. v 

.(i ,8 3 ‘ • •[ . i Lrg a. ». 

teor.xxi. PROP. XXI. 

f ! r > • • • • ► . ,» . 

La superficie di una figura solida gensrata da 
un poligono di numero pari di lati inscritto nella 
, sfera è ugnale ad un rettangolo * contenuto dal 
diametro della sjera, e dalla circonferènza di 
quel -cerchio , che ha per raggio la perpendicolare 
'che dal èentro* del cerchio massimo si abbassa so- 
pra di un buo del poligono generante il solido 
poliedro inscritto nella sfera. • - ^ 

-~.v. r.< i rni %• .; r.* ..»• 3. 

b ’ , *SiaACBD f fig. 8a J'uh cerchio massimo della 
sfera ACBD, e s'hwcrivH la ess^ ua poligono dt 
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numero pari di lati CKMBNLD, e rivolgasi cotesto 
cerchio col poligono intorno a BA diametro del cerchia 
Dico essere la superficie del solido generato dal poligono 
uguale al rettangolo XY, di cui il lato XT uguagli 
il diametro BAdel cerchio ACBD, e TY la circonferenza 
del cerchio che ba por raggi» una delle' perpendico- 
lari, ohe dal «entro' £ si ahbassi sopra una de' lata 
del - poligona. 

Si cengiun-gan» MIC, Kl> , e sia CD un diametro^ 

• dal centro E si abbassi su di un lato B N del poli- 
gono la pc-r pendi eola re- EG,e biseeatn NL-inF, si tirino 
FH, NR perpendicolari alle BA, LK» Nel rivolgersi 
il cerchio intorno al suo diametro AB r il triangolo, 
rettangolo! KMQ genererà il eone NBM, la- cui su- 
perfìcie è ugnale ad un triangolo rettangolo, di «uè 
un lato intorno all'angolo retto, pareggia il lata BN 
del con», e 1’ altro è uguale allo circonferanza del 
cerchio d*t raggio NQ ( prop. t 2 Ardi. )-, ovvero al 
rettangolo di BG metà deli lato BM, e della circonr 
ferenza stessa del raggio NQ ( prop 4* % )"• M» 
da'triangali simili EBG, NQR si ha. EG »GB, come 
NQ a QB, e permutando EG ad NQ, eosl GB- a 
QB. Ma prendendo EG, ed NQ come raggi di due 
cerchi da descriversi, questi saranno come le' loro 
circonferenze ( prop., Arch. y Sarà perciò la 
circonferenza di EG alla circonferenza di NQ come 
GB a BQ. Laonde- ( prop . iS VI. ) il rettangolo 
de' termini estremi è uguale al rettangolo , che dai 
med) si contiene-. Sarà perciò il- rettangolo còli tenuto 
dalla ciroenfeieuza. di EG, e dalla linea QK ugnalo 

* quello che dalla circonferenza di NQ , c dalla, 
vetta. BG si contiene. Adunque il rettangola «naie- 
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nato da BQ, e dalla circonferenza del raggio EG ì 
ugnale alla superficie del cono NBM , parte del so- 
lido inscritto nella sfera. Inoltre la superficie del eonc 
troncato NLKM è uguale al rettangolo contenuto 
dal lato NL di esso . cono , e dalla circonferenza del 
raggio FH tirato dal punto medio del lato NL pa- 
rallelo alle NQ‘, LV raggi de’ cerchi paralleli • nel 
cono troncato ( scol. I. prop. *4 Arch. ). Ma abbas- 
aatè le perpendicolari NR, Fff sulle rette LK, BA, 
il triangolo rettangolo EFH è simile ad NFO, e 
quindi al suo simile NRL, per essere l'angoló retto 
EFN aguale à’dneHFE, HEF, ugnali anch’essi ad nn 
rètto: tolgasi il cornine EFH, rimarrà HEF uguale ad 
©FN>, e Quindi il terzo ONF sarà ugnale al terzo 
ÌEFH. Laonde i triangoli EFH, FNO saranno si ni ili, 
ed essendo NBL simile ad FNO , sarà EFH pur st- 
imile ad NRL, e 'per tal somiglianza sarà EF ad 
J?H, come NL ad NR , e prendendo di nuovo EK, 
FH come raggi di -cerchi di» descriversi, saranno 
-come le loro circonferenze. Quindi la circonfesenza 
di F.F sarà alla circonferenza di FH , come la retta 
NL alla retta Nll, e'1 rettangolo della circonferenza 
di EF, e di NR, ovvero QV sarà tignale a quello 
che dalla circonferenza di FH, «.dalla retta NL 
Zi contiene! ma questo rettangolo pareggia la super- 
ficie conica tra piani paralleli LK , MN. Dunque 

• quella sarà piare .ugnale a cotesla superficie. Onde 
là superficie del solido inscritto nel segmento KBL 
della sfera è uguale al rettangolo contenuto da BV, 
« dalla circonferenza di GE. Similmente sì dimostra 
là superficie del solido fra LK, DC essere Uguale al 

• rettangolo contenuto, dalla circonfesenza di ES, Of- 
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vero EG,e dilla VE, FA essendo DBG semicerchio 
generatore della sfera, sarà la superficie del solido 
inscritto nell' emisferio CBD ugnale al rettangolo 
del raggio BE , e della circonferenza di EG. E di- 
mostrandosi similmente per 1 altro emisferio , sarà 
l'intera superficie del solido inscritto nella sfera 
uguale al rettangolo del diametro BA , e della cir- 
conferenza del raggio EG. < 

Laonde la superficie di una figura inscritta ec.GB.D. 
Corol. Segue da ciò che la superficie del solido 
generato da corde uguali adattate in un segmento 
di cerchio rivoltò intorno al diametro di esso- sia 
uguale 4I rettangolo contenuto dall’ altezza del se- 
gmento , e dalla circonferenza del cerchio descritto 
col raggio uguale alla perpendicolare abbassata del 
centio sopra una di quelle. Cosi la superficie del 
solido generato dalla porzione del poligono LNBMK 
incrillo nel segmento LBR è uguale al rettangolo 
contenuto- da BV altezza del segmento , e dalla cir- 
conferenza di EG. 

Scolio. Sia il poligono FNGMLPEO di un nu- 
mero pari di lati ( Si )• circoscritto al cer- 
chio ABCD, ed intorno ad esso si circoscriva un'al- 
tro cerchio, che avrà per diametro GE. Il poligono 
in tal caso si troverà inscritto nel cerchio GLEF , 
e la superficie del poliedro generato da esso sarà 
per la dimostrazione precedente uguale al rettangolo 
della GE, e della circonferenza del raggio TJL 
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4 TEoa xxn. prop. xxn. 

>• La solidità del poliedro inscritto nella sfera 
colla rivoluzione del poligono di numero pari di 
lati intorno al diametro del cerchio massimo della 
sfera , che è contenuto da superficie coniche, ugua- 
glia un cono , la cui late è uguale alla superficie 
dell'inscritto solido , e V altezza è uguale alla 
perpendicolare abbassata dal centro della figura 
inscritta sopra un suo lato. 

«il:,*" '* v r* .lì' V»«! • * l .n i s..r 

ì ■ Sia la sfera, nella quale sia U cerchio massimo 
abcd (fig. 83 ), ed in esso il poligono. ANMD- 
LKQHBGF inscritto, che generi il solido conte* 
nato da superficie ' coniche generate da NA , NM , 
MD, nL, LK, KC, Q, IH, HB, BG, GF , FA. 
pongasi il equo PQRV, la cui base sii ugnale alla 
superfìcie del solido inscrìtto nella sfera, e T allessa 
VT ugnale alla perpendicolaro XE, che dal centro 
X delia sfera si abbassi sopra un lato della figura in 
essa inscritta. Dico un tal cono pareggiare la superficie 
di qnel solida. 

Intendanai descritti i coni le cui basi siano i cer- 
chi de' diametri NF , MG , HL , IX , ed i ver- 
tici siano allogati nel centro X della sfera. Si ha 
primieramente il rombo oonico ANXF composto di doe 
copi, i quali hanno la comune ha se nel cerchio del 
diametro t^F , ed i vertici in A , ed in X Cotesto 
rombo è uguale al cono che ha per base la super-; ‘ 
lìcie del cono NAF, e per altezza la perpendicolare 
XE ( prop. <6 Arch. ). Inoltre prolungate MN, GF 
in O, il residuo del rombo OMXG dal rombo. ONXF 


. 
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è uguale ad un cono la cui base pareggia U super- 
fìcie conica tra i piani paralleli NF , MG, che 
è quella generata da MN, e per altezza la perpen- 
dicolare XE, che uguaglia quella che cade su di 
MN ( prop. 48 Arch. ). Similmente prolungando 
le MN, 6 G m Y il residuo del cono DBY , tolto il 
rombo conico MXGY, che è contenuto da’ piani pa- 
ralleli GM , BD , e dalla superficie del cono MGX, 
e dal cerchio, il cui diametro BD è uguale al cono, 
che ha la base ugnale alla superficie fra GM , BD, 
e l’ altezza uguale alla perpendicolare, che dal cen- 
tro X si abbassa sopra il luto DM, che è uguale 
a XE- Lo stesso si dimosrra per l’altro emisfero. 
Ed essendo i coni .sopradetti uguali ad un sol cono 
che abbia la base uguale a tutte le indicate super- 
ficie, e l’altezza stessa. Dunque il solido inscritto 
in tal modo nella sfera ABGD è uguale al cono 
PQRV , la cui base PQR pareggia la superficie del 
solido, e per altezza VT uguale alla perpendicolare 
XE, che dal centro si abbassi sopra un suo lato. 

Laonde la solidità del poliedro inscritto ec. C.B.D- 

* * • -•••.. 
TEOR xxra. PROP. XXIIL 

: . a • 

La superficie della tfera i uguale ad un retta u - , 
g aìo, 1 cui lati intorno alt angolo retto fono uguali 
l’uno al diametro della sfera , l’altra alla circon- 
ferenza di un suo cerchio massimo. 

» 

. . » • a , •# 

Sia la tfera generata jdal cerchio ABDG ( 
ed il rettangolo KMNL, il eni lato KM sia uguale 
•Ha circonferenza ABDG, % KL aguale al diametro 
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AE. Dico il rettangolo MNLK essere ugnale alta 

snperficie della sfera generata da esso cerchio. 

Imperocché se sia possibile , sia la superfìcie sie- 
rica maggiore, e s’ inscriva nel cerchio ABDG un 
poligono di un numero pari di lati,' il quale rivol- 
gendosi intorno al diametro AE generi un solido, 
e si continui ad inscrivere altri poligoni , finché 
sorga un poliedro, il quale sia quello generato dal 
poligono ABCDEFGH , la cui superficie sia mag- 
giore del rettangolo K.N , e si abbassi su di un suo. 
lato dal centro la perpendicolare OP. Ed essendo la 
superficie di cotesto solido uguale al rettangolo con- 
tenuto dal diametro AE, e dalla circonferenza del 
«•aggio OP^ prop. 2i Are.). Sarà questo rettangolo mag- 
giore di quello. Ora avendo essi la medesima base 
AE, saranno come le loro altezze , cioè la circon- 
ferenza del raggio OP sarà maggiore della circon- 
ferenza del raggio'OA, Li minore della maggiore, 
«he è assurdo. Non è dunque la superficie della sfera 
maggiore del rettangolo JLN. Dico nè anche essere 
minore. 

Imperocché sia minore la superficie della sfera 
ACEG, e si circoscriva al cerchio nn poligono di 
un numero pari di lati, cominciando dal quadrato , 
. e«i -replichi co te sta operazione, finché si pervenga 
* ad un tal poligono generatore di un solido ciroo- 
seritto «Uà sfora, la coi superficie sia minore di 
quella del rettangolo KMNL, ed nn tal solido sia 
quello generato dal poligono QOVSRTXY. Sarà la 
(superficie di questo solido, aguale ad uu rettangolo , 
la cui base è ugnale alla circonferenza del cerchi», 
che ha per raggio la perpendicolare abbassata dal 
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centro del cerchio generatore della sfera circoscritta 
al solido sai lato del poligono ( scol. prop. su. 
Ar. ), e per altezza il diartictro del cerchio cir- 
coscritto ad esso , come QR che è maggiore di A E. 
Laonde sarà cotesto rettangolo minore del rettangolo 
KMNL: ma essendo uguali le loro basi, cioè la 
circonferenza di OA , saranno come lo altezze, cioè 
QR sarà minore di AE , la maggiore della minore, 
ohe è assurdo. Dunque la superi! eie sferica non è 
minore del rettangolo KN, si è dimostrata Don essere 
maggiore. E necessario perciò che sia uguale. 
Laonde la superficie della sfera è uguale cc. C.B.D. 
Corol. Essendo la superficie del cerchio genera- 
tore della sfera uguale al rettangolo contenuto dalla 
circouferenza , e dalla metà del raggio, e quella 
della sfera uguale al rettangolo della circonferenza 
e del diametro, saranno cotesti rettangoli nella ra- 
gione del diametro alla metà del raggio , per avere 
uguali gli altri due lati espressi dalia circonferenza. 
Onde la superficie sferica sarà a quellu del cerchio 
generatore, come il diametro alla metà del raggio, 
cioè come ( ad i. ' • • 

Laonde la superficie sferica è quadrupla- del suo 
cerchio generatore. 

• . Corol. a. Ed essendo il cerchio che ha per raggiò 

il diametro della sfera quadrnplo del cerchio gene- 
ratore ( prop. 4 S) e a- XII. ). Sarà il cerchio 
che ha per raggio il diametro della sfera uguale 
alla superficie sferica. 
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TEOR. XXIV. PROP. XXIV. 

La solidità della sfera è uguale ad un cono > 
la cui base è uguale alla superjìcie della sfera t 
e V altezza uguale al raggio di essa. 

«*• ^ a « .i ti»'x t. * rsr' •• ”*■ ■* 

Sia la sfera ACEG ( Jìg.85 J, e 1 cono RLMN, 
la coi base KLM sia uguale alla superficie della 
sfera ACEG , c l’ allessa ON uguale al raggi* AH 
deila sfera. Dioo il cono essere uguale alla sfera. 

D 

Imperocché non sia il conoKLMN uguale alla sfe- 
ra ACEG , ma sia maggiore la sfera. Ed iserivansi 
nella sfera de' solidi poliedri di numero pari di lata 
( prop. 4* XII.), finché si giunga ad uno, la cui solidità 
sia maggiore di quella del cono KLMN. Sia untale 
solido quello, che si genera dal poligono AIX1FEPGQ 
iscritto nel cerchio ACEG. E poiché cotesto solida 
uguaglia un cono la cui base è uguale alla superficie 
del solido poliedro iscritto nella sfera, e per altea** 
la perpendicolare HX, che dal centro della sfera si 
abbassa soprano lato del poligono ^ prop.soArch ), 
laonde sarà questo conq maggiore del con» KLMNr 
ma é minoro, per avere si ha base, che l’altezza 
minore di quella del cono KLMN: perocché la base 
di questo cono essendo uguale all» superficie de) 
solido inscritto, è minoro della superficie sferica, • 
quindi di KLM , e l' alteoza HX è minore di NO 
uguale a CA. Onde nop è la sfera maggiore del 
cono. 

Sia ora minore , e sì circoscriva un poligono al 
cerhio ACEF generatore della sfera, che rivolto in- 
torno al diametro AE faccia un poliedro circoscritto» 
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alla sfera, c tanti se ne circoscrivano, finché si giun- 
ga ad ano , la cui solidità sia minore di quella del 
cono KLMN. Ed essendo cotesto solido poliedro uguale 
ad un cono, la cui base pare ggia la sua superficie, 
e l’altezza il raggio della sfera ( sc.pr. ai , e pr. 22 ), 
sarà questo cono minore del cono KLMN: ina è mag- 
giore , come quello , che ha la base uguale alla su- 
perficie del solido maggiore di quello della sfera, il 
che è assurdo ( Prillò. 5 ). Laonde non potendo essere 
la sfera nè maggiore del cono, nè minore, segue che 
le sia uguale: 

Per la qual cosa la solidità della sfera è uguale 
tc. C B. D. 

CROLLARIO 

Essendo la superficie sferica quadrupla del suo cer- 
chio generatore , ovvero di qualunque suo cerchio 
massimo , e questa superficie essendo uguale ad ui) 
cerchio che abbia per raggio il diametro della sfera, 
sarà il cono , che ha per base cotesto cerchio e per 
altezza il raggio della sfera , di essa quadruplo del 
cono , che abbia per base il cerchio generatore, e per 
altezza il raggio, e siccome quel cerchio è quadru- 
plo di questo, con ciò il cono secondo sarà, la quarta 
parte del primo , come quelli , che avendo la stessa 
altezza sono Come le basi. 

Def. una grandezza dicesi sesquialtera di altra 
quando aggiunto a questa la sua metà, pareggia quella. 
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TEOR. XXV. PROP. XXV, •«?, 

. t - # . _ 

Se un cilindra abbia per base il cerchio massimo 
di una sfera , e V asse sia uguale al diametro di 
esso cerchio , sarà la solidità di questo cilindro 
sesquialtero di quella della sfera } ed inoltre la 
superficie del cilindro una con quella delle due 
basi è pure sesquiallera della superficie di essa 
sfera. •• ì • «f 

Imperocché il cilindro di siimi fatta essendo tri- 
plo di quel cono , che abbia per base il cerchio ge- 
neratore della sfera , e per altezza il diumetro dr 
essa ( prop . io XII) , sarà sestnplo di quel couo , 
che abbia lo stesso cerchio per base , e per altezza 
il raggio della sfera. Ma di questo cono è quadrupla 
la sfera , onde il cilindro è sesquialtero di essa sfera. 

Inoltre la saper ficie di tal cilindro stando alla sna 
base come il doppio lato al raggio della sua base, 
ed essendo il doppio lato quadruplo del raggio della 
base per ipotesi , segue che la Superficie cilindrica 
sia quadrupla di esso cerchio generatore. Ma la su* 
perfide sferica da tal cerchio generata è pure qua- 
drupla di esso cerchio. Onde aggiunte le due basi 
alla superficie cilindrica , sarà la superficie cilindri- 
ca colle basi sestupla di una di esse , e la superfi- 
cie sferica si è dimostrata quadrupla. Laonde la sa» 
perfide cilindrica colle basi è sesquialtera della su- 
perficie della sforar ‘ *-• • et t. . r Muri'.: U ai-up 

Per la qual cosala solidità del cilindro eo. C. B. D. 
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i T.EOR. XXVL PROP. XXVL - 

;J. . ■ •; • ,-d . _ ' :h 

La superficie del Segmento sferico è. uguale al 
rettangolo , che ha- pèr lase la circonferenza del 
cerchio generatóre della sfera t e per altezza l’al* 
te zza del segmento. ' *•' ’ »"■ »• » '*• di Zi 

.••• * • t* * - * *— « • I *» .1 *, *.l p «li . m .1 • * 

.Sia la sfera ABCD ( fig. 86 ) , il ; cui ‘diametro 
sia AG , BAD poi sia un suo segmento. Dieo li 
Superficie del segmento ABD essere ugnale ■ al ret“ 
t angolo PQRS,' il cai lato RQ rappresenti la -ioìi* 
conferenza ABCD , RS1’ altezza - AE del segmento. i 

Imperocché il rettangolo PQRS Aon -sia uguale -al 
segmento ABD, ma sta minora: e •' inserirà nel 
segmento del cerchio BÀD -tal poligono di nn munti 
rW 'pari di lati, che r imito intorno ad AC prodica 
un solido che faccia la superficie maggiore dei -rati 
(angolo PQRS.* È poiché la superfìcie di ■ ‘un tal So- 
lido è anche ugnale al rettangolo contenti to dall'Al- 
tezza AE, e dalla circonferenza; del raggio OP ( prop. 
22 ), sarà perciò il rettangolo di AFV nella circonfe^ 
renza di OP maggiore del rettangolo PQRSy pèrula 
qual cosa essendo cotesti rettangoli di ugnali altezze ì 
saranno come le basi, e sarà perciò la cifrar, nlerenza 
del raggio OP maggiore della RQ: intr* RQ è ugiinlt 
alla circonferenza ABCD del raggiò OAifhràdunqné 
la circonferenza di OA minore -di qtvclla di 
la maggiora della -thinore; il éhè è -assurdo.- La- 
onde la superficie del segmento^' BADtfen L lf : mag- 
giore del* fetta ngolo PQRS. Dico tife anche essere 
nituóre. su. ni ».ash ai iioLirib situo 

Perocché se è possibile sia minore. Si circo- 
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scriva al segmento un poliedro di un mutilerò pari 
di Istallale, che la superficie di esso sia minore del 
frett.-ilngolo PQRS: ed essendo la superficie di coietto 
solido uguale al rettangolo contenuto dalla circon- 
ferenza di OK uguale a quella di OA c dall'altezza 
XE. Sarà un tal -rettangolo minore di PQRS: ma 
essendo le basi di questi due'reltangoli uguali , come 
uguali ciascuno alla circonferenza ABCD , saia 
l’altezza XE minore della AE, la maggiore della mi- 
nore, che uon pub essere. Dunque la superficie del 
segmento sferico non è minore di PQRS, si è dimostrato 
non essere maggiore. Dunque é necessario, che sia 
nguale.Similniente la superficie del rimanente segmento 
sferico BCD è uguale al rettangolo della circonfe- 
renza ABC, e dell 4 altezza EC. , : .... 

Laonde la superficie di qualunque segmento sie- 
rico ec. C. B. D. 

CorolL Essendo la superficie sferica Uguale al 
rettangolo della circonferenza, e del diametro. Sarà 
la superficie della sfera a quella di un suo segmento., 
come il diametro della sfera all’altezza del segmento. 

Cosi se vogliasi troncare da una sferasiu segmento, 
che contenga di superficie il quinto della superficie 
sferica, diviso il diametro in cinque parti ( prop. 
9 VI J, e per l’estremo della quiuta parte si con- 
duca nn piano perpendicolare al diametro, e si sarà 
ottenuto il segmento della superficie richiesta. 

Cerai. 2 . E la superficie di un segmento sarà 
all'altra dell'altro segmento; come l’ altezza dell'uno 
*11’ altezza .dell'altro. Ed è chiaro anche il modo 
onde dividere le sfera in due segmenti, le cui su- 

-vatia t& .?.<>. lini iiidànu A -a -‘d'vsWW 
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perfide siano in data ragione, il quale problema è 
piano, riducendosi a dividere il diametro nella ra- 
gion data ( prop.g VI. ),e per il punto di divisione 
condurre un piano perpendicolare ad esso diametro, 
e sarà fatto il problema. 

TEOR. XXVII. PROP.. XX VD. 

La supèrficie di un segmento sferico è uguale 
anche ad un cerchio , il cui raggio c uguale alla 
retta , che tirasi dai vertice del segmento ad un 
punto qualunque di quel cerchio , che è lase del 
segmento. 

Sia il segmento sfer ico ABD, (, Jìg-Sy ) il ani ver* 
lice sia A , e 'l cerchio che ha per diametro BD sia 
base di esso segmento, e si tiri BA dal vertice di 
esso ad un punto qualunque B della circonferenza 
della sua base. Dico il cerchio descritto dal raggio 
AB essere uguale alla superficie del segmento ABD. 

Si abbassi dal punto B Sul diametro AC la perpen- 
dicolare BE, e si tiri BC. Sarà pel triangolo rettàngola 
CBA CA ad AB, corno AB ad AE ( prop. 8 VI ), 
e quindi GA ad AE in duplicata ragione di GA 
ad AB ( def. io V ). Ma in duplicata ragione di CA 
ad AB , così è il cerchio del raggio AC a quello del 
raggio AB ( prop 2 XII ) ; e CA sta ad AE come 
la superfìcie della sfera ABCD alla superficie del seg- 
mento BDA ( cor. 2 prop.ant.J. Sarà dunque il cerchio 
del raggio AC al cerchio del raggio AB , come la 
superficie della sfera ABCD alla superficie del seg- 
mento BAD. Ma iL cerchio del raggio AC è ugualA 
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alla superficie della sfera. Dunque il cerchio del rag- 
gio AB eguaglia la superficie del segmento BAD 
( ’prop i4 $ )■ ’ . ' ' C - • 

Laonde la superficie delsegtnenlo sferico è uguale 

ec C. B. D. 

I 

TEOR. XXVIII. PROP. XXVIII. ’ 

Il settore sferico è uguale ad. un cono , la cui 
base -pareggi la superficie sferica presa dal settore, 
€■ V altezza il raggio della • sfera. 

,«•* ■ 

Sia il settore sferico ABCD ( fi g. SS ) preso nella 
sfera ABCE. Dico essere uguale al cono QRSP , la 
cui base QRS sia uguale alla superficie del segmento 
ABC, e l'altezza PO uguale al raggio BD. 

Se è possibile non sia il settore solido , o sferioo 
ABCD uguale al cono QRSP, ma il settore sia mag- 
giore , e s' iscrivano nel settore sferico ABCD de' 
solidi poliedri continuamente , finché si giunga al 
solido AFBITCD , il quale sia maggiore del cono 
QRSP. E poiché il solido AFBIICD iscritto nel set- 
tore sferico ABCD è uguale ad un cono , la cui 
base è uguale alla superficie del poliedro AFBIICD, 
e 1' altezza DK. , che perpendicolarmente si ab- 
bassa dal centro dalla sfera sopra uno dei lati del 
poliedro. Sarà questo cono maggiore del cono QRSP, 
ma è minore, per essere la sua base minore della 
base QllS, che è uguale alla superficie del seg- 
mento ABC, e l'altezza minore di PO uguale al. 
raggio, il che é assurdo. Non è dunque il settore 
ABCD maggiore del touoQRSP. Qico neppure e*s ere 
misere. 
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Perocché se ciò sia si circosrivano alla pori ione sferica 
del settore della sfera poligoni, che rivolti intorno ge- 


si giunga ad uno, la cui solidità sia minore del cono 
QRSP. Ed essendo cotesto solido ciscoscritto , oppure 
esterno alla sfera uguale ad un cono , la coi base è 


tozza il perpendicolo abbassato dal centro della sfera 
sopra un lato del poliedro ( prop. inArch. ), sarà questo 
cono minore di quello. Ma la base di questo cono, 
essendo uguale alla superficie del poliedro è maggiore 
della base del cono ORSP che rappresenta la super- 
ficie del segmento , che in quella si comprende , • 
1’ altezza è uguale pure all'altezza PO , sarà il tutto 
minore della parte il che è assurdo. Non è dunque il 
settore ABCD minore del cono QRSP,e si è dimo- 
strato nè anche essere maggiore , dunque è uguale. 

Laonde il settore sferico pareggia eo. C- B. D. 


Ogni segmento sferico e uguale ad un cono , la. 
cui base è uguale ad un cerchio , che ha per rag - 
gio l' altezza del segmento , e per altezza la ri- 
manente porzione del diametro accresciuta del rag- 
gio della sfera. 

Sia il segmento sferico BAE ( Jig. 89 ) troncato 
dalla sfera ABDE. Dico la solidità del segmento BAE 
essere uguale ad un cono, la cui base sia uguale al 
cerchio del raggio AC, altezza di esso segmento , e 
l'altezza la rimanente parte CD del diametro AD, 
accresciuta del raggio AO. * 


\ 

ì 

I 


aerino solidi poliedri, e tanti sene circoscrivano finché 


uguale alla superficie del solido circoscritto, e 1' al- 


TEOR. XXIX. PROP. XXIX. 


Digitized by Google 


t6£ dei Teoremi i>i Archimede 

' Si unisca il raggfo BO, e la linea retta BA. Pél 
triangolo rettangolo BAC il quadrato di BA è uguale 
ai quadrati di BG , e di AG , ed essendo i cerchi 
come i quadrati de'raggi, o dei diametri (prop.2 Xfl) 
Sarà il cerchiò del raggio BA uguale a’ cerchi de 
raggi BC , AC: per la qual cosa il cono, che ha 
per base il cerchio di BA, e per altezza il raggio AO 
della sfera è uguale a dne coni , che hanno per base 
i cerchi BC, eif AC, e per altezza h» stesso raggio 
AO. Ma il cerchio del raggio BA pareggia la su- 
perficie sferica del segmento BAE ( prop. 27 Arch.) , 
ed il cono , che ha per base la superficie del segmento, 
t per altezza il raggio è uguale al settore sferico 
BAEO ( prop. antec. ). Dunque il settore sferico 
BAEO è uguale ai due coni , che hanno per basi i 
cerchi de' raggi BC, CA , e Y altezza il raggio AO 
Tolto il comune cono BEO , e sarà il segmento 
sferico BAE uguale a due coni, uno che ha per base 
il cerchio di BC , e per altezza AC, l'altro per base 
il cerchio di AG ,e per altezza AO. Ma essendo AC 
a CB, come CB a CD ( prop. 8 . VI. ) , sarà AC» 
a CD in duplicata ragione di AC a CB, ovvero come 
il cerchio del raggio AC al cerohio del raggio BC, 
e quindi ( prop. 4 5 XI. ) il cono che ha per base il 
cerchio di BC, e per altezza AC è uguale al conoche ha 
per base il cerchio di AC, e per altezza CD. Laonde es- 
sendosi qui sopra dimostrato il segmento sferico essere 
uguale a due coni uno che ha per base il cerchio del 
raggio BC,e per altezza AC, l'altro che ha per base 
il cerchio di AC , e per altezza AO , sostituendo al 
cono del cerchio di BC,. e dell’altezza AC il suo 
uguale, che è quello del cerchio di AC, e dell’ altezza 


* 
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CD , sarà il segmento sfèrico uguale a'due coni, uno 
cbe ha per base il cerchio AC e per altezza CD, 
1’ altro per base AC stessa , e per altezza AO rag- 
gio della sfera , e quindi ad un solo cono cbe ha 
per base il cerchio di AC altezza del segment ® BAE, 
* per altezza CD insieme -con AO. 

Laonde ogni segmento sferico è uguale ec.G B. Dt 

FINE. DEL LIBRO UNICO. 
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DELLA MISURA 

DEL 


CERCHIO. 



' DEFINIZIONI. 


TT 

I. V Da figura dicesi quadrata se per uoa geome- 
trica costruzione possa il suo spazio ridursi ad ua 
rettangolo , o quadrato. 

Cotesta quadratura può essere esatta , o per ap- 
prossimazione , esatta è quando lo spazio di una fi. 
gura comunque irregolare riducesi ad uno spazio re- 
golare, come ad un rettangolo, o quadrato, il che 
Euclide esegue nella 45. del lib. I., e ubila 14 . del 

II. , e cotesta quadratura può darsi a tutte le figure 
rettilinee. La quadratura per approssimazione com- 
pete alle figure curvilinee , ad eccezióne della Pa- 
rabola, cui Archimede ridusse ad esatta quadratura 
col metodo de’ limiti felicemente da lui inventato. 

II. Una curva dicesi rettificata, quando la sua lun- 
ghezza si trasmuta in una linea retta, il «he pure 
si esegue per approssimazione. 


*ea 


Della Misura. 


i 





Scolio. I metodi, onde si può pervenire alla qua» 
dratura de’ spazj curvilinei , ed alla rettificazione 

delle curve sono altri suggeriti dalla Geometria , 
altri dall’analisi sublime, noi seguiremo i primi, 
come quelli che agli elementi si convengono. A po- 
tervi facilmente pervenire promelterono due Lemmi 
terrematici dedotti da qne’chc il Gregori promise 
alla quadratura del cerchio, e delle curve coniche* 


Se dentro di un cerchio s' iscriva un poligono 
di numero pari di lati , ed un’ altro simile se ne 
circoscriva : di poi se ne iscsiva un altro di dop- 
pio numero di lati. Il secondo poligono inscritto è 
medio proporzionale fra il primo iscritto, e ’l cir- 
coscritto simile ad esso. 


Sia un cerchio, di cui GDF è un segmento (^g.90 ) 
ed Q sia il contro. S’ inscriva un poligono regolare, 
di cui un lato sia GF,ed un’altro simile se ne cir- 
coscriva , che sia quello del lato AE , il quale si 
arresta fra i raggi OG , OF , che passano per gli 
estremi del lato GF del poligono iscritto. Unito il t 
centro O col contatto D colla linea retta OD, si 
congiuugano GD , DF- Sarà GD lato del poligono se- 
condo inscritto a doppio numero di lati. Dica il po- 
ligono del lato GD essere medio proporzionale fra 
il polìgono del lato GF , iniscritto nel cerchio, e 
suo sunti» del lato AE circoscritto. 

Essendo il poligono del lato AE simile a quello 
del lato GF, i triangoli AOE, GGF saranno simili 


TEOR. I. PIIOP. I. 
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nncora simili fra loro ( prop. 30 . VI ), onde sarà AE 
parallela a GF , e quindi la retta OD fra il centro, 
e '1 contratto sarà perpendicolare alla corda GF 
( prop. 29 I ) , e sarà pare la GF divisa per metà 
in II X prop. 3. III. ). Dunque il triangolo GOH è 
ngaole a OHF , AOD ad ODE , e GOD a DOF- 
Laonde il triangolo GOF, il quadrilatero OGDF , el 
triangolo AOE sono doppi de' tre GOH, GOD» 
AOD, ed i poligoni de' lati GF, GD , AE saranno 
egualmente moltiplica loro. E perchè il triangolo GOH 
è al triangolo GOD come la base Oli alla base OD, 
per aver la stessa altezza ; e '1 triangolo OGD è al 
triangolo ODA, come OG ad OAyed OG è ad OA» 
■coinè OH ad OD. Onde il> triangolo OGH è al tri- 
aneolo OGD , come OGD ad ODA ( prop. *4 V ). 
Adunque i tre triangoli OGH, OGD, ODA sono 
continuamente proporzionali , e tali saranno i loro 
doppi GOF, GOFD, AOE, e cosi i loro egualmente 
molteplici. Fer la qual cosa il poligono del lato GD 
ì: medio proporzionale fra il poligono del lato GF, 
inscritto , ed il suo simile del lato AE circo se ritro. 
< Adunque se dentro di un cerchio ec. C, B. D. 


i -« Della ìli sue a. 

V TEOR. U. PROft IR 1 . 1# •< - 

. . ... 

Se dentro di un cerchio t inscriva uu poligono 
di un 'numero pari di lati, ad un altro simile ad 
esso se ne circoscriva , e poi se ne iscriva tfiì< ad- 
iro a doppio numero di lati, ed un altro simile se 
he circoscriva. Sarà l’ ultimo poligono Circoscritto 
quarto proporzionale in ordine alla somma de due 
iscritti, al doppio del primo iscritto , ed al primo 
circoscritto simile al primo iscritto. > 

;*;• • • ; ; ; j ■ : . ~ ' .. . : • ■ 

J Sia uh cerchio, di cui GDF è segmentn (Jìgyoì 
ed' O il suo centro, e supposta la costruzione della 
-prbp. prèa , cioè che GFsia il lato del poligono 
iscritta , quello del circoscritto simile a quello, 
GD il -lato dell* altto iscritto adoppiò numero di lati, 
♦ imitiate - da’ punti estremi G, F le tangenti GB, 
J?Cj sarà BC il Iato del poligono circoscritto simile 
W .quello di GD di doppio numero di lati 3el poligono 
di GF. Imperocché essendo BG uguale, a BD , GO 
«d- OD ,>BO comune, sarà il triangolo GOB uguale, 
e sibilo a >BOD. Perciò i triangoli BDO , XDO sono 
sìmili perchè equiangoli. Onde il triangolo BOC è 
simile al triangolo GGD , c quindi il poligono del 
lato BC è simile a quello del lato GD. Dico che il 
poligono del lato BC è quarta proporzionale in or- 
dine alla somma de'* due del lato GF , e del lato GD, 
fcl doppio di quello del lato GF, e del circoscritto 
del lato AE simile al primo del lato GF. 
Imperocché supposti , come nell' antecedente propor- 
cene , i triangoli GOTI , GOD , il quadrilatero GODB, 
e 1 triangolo AOD essere parti simili del triangolo GOF 
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«tei quadrilatere GOFD ; del pentagono GOtCD, « 
del triangolo AOE, e questi de’ loro •poligoni inscritti, 
e circoscritti al cerchio, sarà il triangolo AOB al 
triangolo BOD, come AB a BD, per avere la stessa 
altezza : ma essendo diviso per metà 1’ angola AOD 
AB è a BD come AO a DO', ed AO a DO è come 
OG ad OH pe’ triangoli simili DOA 1IOG , ovvero 
come OD , ad OI1, ed OD ad OH , come il triangolo 
GOD al triangolo GOH, essendo equcalti, o come i 
loro doppj GOFD, GOF. Adunque saia GOFD a 
GOF, come AOB a BOD, c componendo GOFD 
insieme con GOF a GOF , come AOD a BOD , # 
duplicando i termini della seconda ragione , sarà 
GOFD con GOF a GOF, come AOE a GOBD, • 
duplicando i conseguenti di quest' nltima proporzione 
sarà GOFD con GOF al doppie GOF , come AOB 
a GBCFO. E questi sono come i loro egualmente 
moltiplici. 

Laonde se un cerchio cc.'C. B. D. ; 

« ,v ■ .,i ■ ,;::r .V .1 . ‘ i 

PROBL. I. PROP. III. ' : 


Dato un cerchio ritrovare il quadrato che sia . 
' uguale ad esso .? 


i '• 


Sia il cerchio DKMP ( Jìg. go Fa d’uopo rin- 
venire il quadrato , che sia uguale al di lui spazio* 
Si prenda per unità di luoghezza il raggio KO 
del cerchio DKMP , sarà , moltiplicando per se 
stessa l’nnità , anche espresso dall' unità il suo qua- 
drato , con tal differenza però che questa unità se- 
conda esprime spazio di due dimensioni , laddove 
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quella unità esprime una sola dimenzionc. Laonde 
inscrivendo nel cerchio il quadrato, di cui un lato 
sia KM, il quale siccome è doppio del quadrato di 
KO ( prop. 4?' 1 - ) , sarà questo espresso dal 2, e 
circoscrivendo il quadrato ALNE, sarà espresso dai 
4 , essendo il quadrato KP doppio del quadrato di 
KM. Ma per la prop. I. , inselvando nel cerchio. 
DKJV 1 P una figura di otto lati, questa è media pro- 
porzionale fra il quadrato inscritto, e'1 circoscritto, 
la quale otterrassi moltiplicaudo le aje rispettive 
che sono 2 , e 4 > e poi estraendo la radice qua- 
drata , si avrà , spingendo 1’ approssimazione sino 
alla settima cifra decimale 2,8284271,6 da ciò che 
si è dimostrato nella proposizione seconda si otterrà 
l'aja dell’ottagono circoscritto, prendendo una quarta 
proporzionale in ordine alla somma delle aje del 
quadrato inscritto ,e dell'ottagono inscritto , al dop- 
pio del quadrato inscritto ed al circoscritto , cioè fa- 
cendo 4, 828^271: 4 : : 4 : ad un quarto, che sarà 
1’ aja dell’ ottagono circoscritto , la quale si ottiene 
moltiplicando il secondo termine pel terzo , e divi- 
dendo pel primo. Per la qual cosa replicando questa 
op9^azioue ^.fino ai poligoni di ^2768 lati inscritti, 
e circoscritti, si otterrà per l’iscritto il numero 3 , 
i4i5q 26 , pel circoscritto il numero 3 , 141^926. 
PJ considerando il cerchio come poligono di doppio 
numero di lati , sarà ( prop. 1, ) medio, proporzio- 
nale tra essi, e quindi uguale a ciascuno, vale a 
dire l’aja del cerchio si confonde coll’ aja di ciascun* 
di essi poligoni. 

Laonde dato il cerchio DKJV 1 P si è ridotto ad un, 


Del Cerchio. j-3 

quadrato espresso del numero 3 , i4i5g26 , il cni 
lato è la radice quadrata di esso numero. C. & F, 

TAVOLA DEL CALCOLO DELL’ AJA DE’ PO- 
LIGONI INSCRITTI, E CIRCOSCRITTL V 

’ J * 

Numero de’ lati Poligoni inscritti Poligoni cir- 
coscritti 


4 - 

• 

. V . 2,0000000. . . 

4,000000* 

8. 

. . . 2,8284271. . . 

3 , 5 107085 

16. 

. . . 3 ,o 6 l 4674 . • • 

3,1825979 

32 . 

. r . 3 ,Itl 44 §I. . » 

3 , 1817249 

64. 

. . . 5 , 1 565485 . . . 

3 ,i 44 ii 84 

128. 

. . . 3 ,i 4 o 53 ii. . . 

5,1422236 

256 . 

. . . 3,1412772. . *. 

5 , * 4 17504 

5 l 2 . 

. . . 3 ,i 4 i 5 i 38 . ■ . 

3 ,r 4 i 63 ei 

1024. 

. . . 3,1415729. . i 

5 , i ^ i 6 o 2 & 

2048. 

. . . 3,1415877. . . 

3 ,i 4 i 595 r 

4096. 

. . . 3,1415914. • . 

3 ,i 4 i 5933 

8192. 

. , . 3 ,i 4 i 59 a 3 . . . 

3,1415928 

i 6384 - 

. . . 5 ,i 4 i 5925 . . . 

3,1415927 

32768. 

. . . 3,1416926 , . 

3,1415926 


Cor. Il cerchio sta ai quadrato circoscritto, come 
3, 1415928: 4 , il quale rapporto è presso a poco 
uguale ad 11714 ritroralc da Archimede , e ciò si 
conoscerà riduceado a decimali il fratto >1714- 


T>tLLA Mistnu. 
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Loia l'espressione dclVaja del cerchio, ritraente 
il numero che esprime la lunghezza della circon- 
ferenza: inoltre la ragione del diametro alla cir- 
conferenza. 


Sia dato U numero 5 ,x 4 x 5 9 26 , che esprime l'aia 
del cerchio, ritrovare la di lui perferia. 

Perchè l'aja del cerchio è uguale al rettangolo 
che si contiene dalla circonferenza di esso, e dalla 
metà del raggio , ossia al prodotto della circonferenza 
è della metà del raggio. Adunque dividendo il prò’ 
• dotto, che è l'aja del cerchio per un mezzo, es- 
sendo tutto il raggio uguale ad i , si avrà il nu- 
mero 6 , 28,31 852 , che esprimerà la circonferenza, 
fcd essendo le aje di due rettangoli in ragion com- 
posta delle basi , e delle altezze ( prop. 2 3 . VI ) 
sarà l'unità quadrata del raggio all' aja del cerchio 
in ragion composta di 1 ad un mezzo, e di , alIa 
circonferenza, ossia I: 3,ifl5 9 26: : ( r. I ) ( 1; cir . 

conferenza), ed eseguendo la moltiplicazione, e du- 
plicando i termini della prima ragione , sarà 1. 
3,1413926:: 2: circonferenza ,• ed essendo il rao .* 
gio uguale ad 1 , sarà il diametro espresso dal 2- 
onde il diametro ha alla circonferenza la ragione di 
*: 3,1416926. 

Adunque data l'espressione dell’ aja ec. C. B. F. 

fine. 


è * W • 
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